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1  Teiler und Vielfache

 

1 Teiler und Vielfache

 

1.1 Teiler und Vielfache natürlicher Zahlen

 

Teiler Vielfache

 

a

 

 heißt 

 

Teiler

 

 von 

 

b

 

, wenn es ein 

 

n

 

 (

 

n

 

 

 

∈

 

N

 

) gibt, 
sodass 

 

a

 

 · 

 

n

 

 = 

 

b

 

 gilt. (Schreibweise:

 

a

 

⏐

 

b

 

)

 

b

 

 heißt 

 

Vielfaches

 

 von 

 

a

 

, wenn 

 

a

 

 ein Teiler von 

 

b

 

 ist.

gT(

 

a

 

, 

 

b

 

) heißt 

 

gemeinsamer Teiler

 

 von 

 

a

 

 und 

 

b

 

,
wenn gT(

 

a

 

, 

 

b

 

) sowohl 

 

a

 

 als auch 

 

b

 

 teilt.
gV(

 

a

 

, 

 

b

 

) heißt 

 

gemeinsames Vielfaches

 

 von 

 

a

 

 und 

 

b

 

, 
wenn sowohl 

 

a

 

 als auch 

 

b

 

 Teiler von gV(

 

a

 

, 

 

b

 

) ist.

Mit 

 

ggT(

 

a

 

, 

 

b

 

)

 

 bezeichnet man den größten gemein-
samen Teiler von 

 

a

 

 und 

 

b

 

.
Mit 

 

kgV(

 

a

 

, 

 

b

 

)

 

 bezeichnet man das kleinste gemein-
same Vielfache von 

 

a

 

 und 

 

b

 

.

Bestimmung des ggT(

 

a

 

, 

 

b

 

) mittels 

 

Primfaktor-
zerlegung

 

: Man multipliziert die kleinsten Potenzen 
aller Primfaktoren, die sowohl in der Zerlegung von 

 

a

 

 
als auch in der Zerlegung von 

 

b

 

 vorkommen.

Bestimmung des kgV(

 

a

 

, 

 

b

 

) mittels 

 

Primfaktor

 

-

 

zerlegung

 

: Man multipliziert die höchsten Potenzen 
aller Primfaktoren, die in der Zerlegung von 

 

a

 

 oder in 
der Zerlegung von 

 

b

 

 vorkommen.

BL ICKPUNKT

Das dekadische Positionssystem

Unser dekadisches Positionssystem geht auf den indischen Kulturkreis zurück. 773 brachte ein Inder astro-
nomische Schriften von Bramagupta an den Hof des Kalifen Al Mansur in Bagdad. Der große arabische 
Mathematiker Al-Chwarizmi (787– ca. 850) verwertete diese 820 in seinem Lehrbuch der Arithmetik, in dem 
er die neuen indischen Ziffern erklärte und verwendete. 
Im 12. Jahrhundert wurde dieses Buch in Spanien durch Robert von Chester übersetzt. Von dort aus traten dann die 
so genannten arabischen Ziffern ihren Siegeszug an. Man konnte mit den neuen Ziffern viel leichter rechnen, weil 
zum ersten Mal die Null verwendet wurde. Die Form der Ziffern hat sich seit ihrer Schaffung durch die Inder 
mehrfach verändert. Die heutige Gestalt unserer Ziffern geht auf Albrecht Dürer (1471–1528) zurück.

Rechenoperationen

Stufe / Operation Verknüpfung a b c

1 / Addition

1 / Subtraktion

2 / Multiplikation

2 / Division

3 / Quadrieren

3 / Potenzieren

3 / Radizieren (Wurzelziehen)

3 / Logarithmieren

a + b = c

a – b = c

a · b = c

a : b = c ; b ≠ 0

a2 = c

ab = c

= c ; a ≥ 0; b ≠ 1

loga b = c ; a > 0; a ≠ 1

Summand

Minuend

Faktor

Dividend

Basis

Basis

Radikand

Basis

Summand

Subtrahend

Faktor

Divisor

Exponent 2

Exponent

Wurzelexponent

Numerus

Summe

Differenz

Produkt

Quotient

Quadrat

Potenz

Wurzel

Logarithmus

ab
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1.2 Teilbarkeitsregeln und 
Teilbarkeitseigenschaften

 

Der euklidische Algorithmus

 

Bestimmung des ggT(135, 105) mithilfe des

 

 euklidischen Algorithmus:

 

135 : 105 = 1, Rest 30
105 : 30 = 3, Rest 15
30 : 15 = 2, Rest 0 ggT(135, 105) = 15

Bestimmung des kgV(a, b) mithilfe des euklidischen Algorithmus und der folgenden Beziehung:

kgV(a, b) =  

Sind zwei Zahlen a und b teilerfremd, so gilt ggT(a, b) = 1 und kgV(a, b) = a · b .

Teiler Regel (n ∈ N*)

n Null ist durch jede Zahl teilbar, jedoch nicht durch sich selbst.

n Jede Zahl n ist durch sich selbst teilbar.

1 Jede Zahl n (auch 0) ist durch 1 teilbar.

2 Eine Zahl ist durch 2 teilbar, wenn die letzte Ziffer durch 2 teilbar, d.h. 0, 2, 4, 6 oder 8 ist.

3 Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme (Summe ihrer Ziffern) durch 3 teilbar ist.

4 Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn ihre letzten beiden Ziffern eine durch 4 teilbare Zahl bilden.

5 Eine Zahl ist durch 5 teilbar, wenn die letzte Ziffer durch 5 teilbar, d.h. 0 oder 5 ist.

6 Eine Zahl ist durch 6 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 3 teilbar ist.

8 Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn ihre letzten drei Ziffern eine durch 8 teilbare Zahl bilden.

9 Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme (Summe ihrer Ziffern) durch 9 teilbar ist.

10 Eine Zahl ist durch 10 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine 0 ist.

25 Eine Zahl ist durch 25 teilbar, wenn ihre letzten beiden Ziffern 00, 25, 50 oder 75 sind.

Teilbarkeitsbeziehungen

Aus a⏐b folgt  a ⏐(b · c ). Aus a⏐b und c ⏐d folgt  (a · c )⏐(b · d ).

Aus a⏐b und a⏐c  folgt  a ⏐ (b + c ). Aus a⏐b und a ⏐c  folgt  a⏐(b – c).

Aus a⏐b folgt  (a · c ) ⏐ (b · c ). Aus a⏐b und b ⏐c  folgt  a ⏐c .

Aus a⏐c  und b ⏐c   und  ggT(a , b ) = 1
folgt  (a · b) ⏐c .

BESONDERS  NÜTZL ICH

a b⋅
ggT a b,( )
-----------------------

BESONDERS  NÜTZL ICH
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22 2  Bruchrechnung

2 Bruchrechnung

Grundbegriffe und Bruchoperationen

Für alle Formeln in diesem Abschnitt gilt: a, b, c, d ∈ Z; Nenner ≠ 0

Bruch

 heißt Bruch, a heißt Zähler und b Nenner des Bruches.

Kehrwert

Der Bruch  heißt Kehrwert (reziproker Wert) von . Es gilt:  ·  = 1

Erweitern

 = (c ≠ 0) Zähler und Nenner sind mit der gleichen Zahl zu multiplizieren.

Kürzen

 = (c ≠ 0 und c⏐a und c⏐b ) Zähler und Nenner sind durch die gleiche Zahl zu dividieren.

Addition und Subtraktion gleichnamiger Brüche
Zwei Brüche heißen gleichnamig, wenn sie denselben Nenner haben.

 +  =  –  = Zähler werden addiert (subtrahiert) und der Nenner wird beibehalten.

Addition und Subtraktion ungleichnamiger Brüche

 + =  – = 

oder: (1) gV(b, d ) bzw. kgV(b, d ) bestimmen (Hauptnenner)
(2) beide Brüche auf den Hauptnenner erweitern
(3) wie bei gleichnamigen Brüchen verfahren

Multiplikation von Brüchen

 ·  =  · c =  ·  = 

Es werden Zähler mit Zähler sowie Nenner mit Nenner multipliziert.

Division von Brüchen

 :  =  ·  =  : c =  ·  = 

Es wird der Dividend mit dem Kehrwert des Divisors multipliziert. 

a
b
---

b
a
---

a
b
---

b
a
---

a
b
---

a
b
---

a c⋅
b c⋅
-----------

a
b
---

a : c
b : c
------------

a

b
---

c

b
---

a c+

b
-----------

a

b
---

c

b
---

a c–

b
----------

a

b
---

c

d
---

a d⋅ b c⋅+

b d⋅
---------------------------

a

b
---

c

d
---

a d⋅ – b c⋅
b d⋅

------------------------

a

b
---

c
d
---

a c⋅
b d⋅
------------

a

b
---

a

b
---

c

1
---

a c⋅
b

---------

a

b
---

c

d
---

a

b
---

d
c
---

a d⋅
b c⋅
----------

a

b
---

a

b
---

1
c---

a

b c⋅
---------
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3 Rechnen mit positiven und 
negativen Zahlen

Grundbegriffe und Vorzeichenregeln

Betrag einer Zahl
Der Betrag ⏐a⏐einer Zahl a entspricht dem Abstand dieser Zahl von 0 auf der Zahlengeraden.

⏐a⏐= 

⏐a⏐ = ⏐–a⏐;  ⏐a⏐ ≥ 0
⏐a⏐–⏐b⏐ ≤ ⏐a – b⏐ ≤ ⏐a⏐+⏐b⏐
⏐a · b⏐ = ⏐a⏐·⏐b⏐
⏐a : b⏐ = ⏐a⏐:⏐b⏐

Entgegengesetzte Zahlen
Zwei Zahlen, die sich nur durch ihr Vorzeichen unterscheiden (also den gleichen Betrag haben), heißen zu-
einander entgegengesetzt. Die Zahl 0 ist zu sich selbst entgegengesetzt. 
Die entgegengesetzte Zahl (Gegenzahl, Kehrzahl) von a ist –a.

Bei der formelmäßigen Darstellung der Rechenregeln stehen die Variablen a und b für die Beträge reeller Zahlen.

Addition
Zwei Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert, indem man ihre Beträge addiert. Die Summe erhält das 
gemeinsame Vorzeichen.
(+a ) + (+b ) = +(a + b ) (+2) + (+5) = +(2 + 5) = +7
(–a ) + (–b ) = –(a + b ) (–3) + (–4) = –(3 + 4) = –7

Zwei Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden addiert, indem man die Differenz der Beträge berechnet. 
Das Ergebnis erhält das Vorzeichen der Zahl mit dem größeren Betrag.
(+a) + (–b ) = –(b – a) (b > a) (+2) + (–5) = –(5 – 2) = –3
(–a) + (+b ) = +(b – a) (b > a) (–3) + (+4) = +(4 – 3) = +1

Subtraktion
Eine Zahl b wird von einer Zahl a subtrahiert, indem man zu a die entgegengesetzte Zahl von b addiert.
(+a ) – (+b ) = (+a ) + (–b ) = –(b – a ) (+2) – (+3) = (+2) + (–3) = – (3 – 2) = –1
(–a ) – (–b ) = (–a ) + (+b ) = +(b – a ) (–3) – (–4) = (–3) + (+4) = +(4 – 3) = +1

(+a ) – (–b ) = (+a ) + (+b ) = +(a + b ) (+2) – (–3) = (+2) + (+3) = +(2 + 3) = +5
(–a ) – (+b ) = (–a ) + (–b ) = –(a + b ) (–3) – (+4) = (–3) + (–4) = –(3 + 4) = –7

Multiplikation
Zwei Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden multipliziert, indem man ihre Beträge multipliziert. Das Produkt 
erhält das positive Vorzeichen.
(+a ) · (+b ) = +(a · b ) (+2) · (+3) = +(2 · 3) = +6
(–a ) · (–b ) = +(a · b ) (–2) · (–3) = +(2 · 3) = +6

Zwei Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden multipliziert, indem man ihre Beträge multipliziert. Das 
Produkt erhält das negative Vorzeichen.
(+a ) · (–b ) = –(a · b ) (+2) · (–3) = –(2 · 3) = –6
(–a ) · (+b ) = –(a · b ) (–2) · (+3) = –(2 · 3) = –6

a, wenn a ≥ 0
–a, wenn a < 0
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24 4  Termumformungen

4 Termumformungen
Für alle Formeln in diesem Abschnitt gilt: a, b, c, d sind in R erklärte Terme. 

Grundbegriffe und Vorzeichenregeln (Fortsetzung)

Division (Nenner ≠ 0)
Durch eine Zahl wird dividiert, indem man mit dem Kehrwert dieser Zahl multipliziert.
Es gelten dann wieder die Vorzeichenregeln der Multiplikation.

(+a ) : (+b ) = (+a ) · (+ ) = + (+9) : (+3) = (+9) · (+ ) = +  = +3

(–a ) : (–b ) = (–a ) · (– ) = + (–9) : (–3) = (–9) · (– ) = +  = +3

(+a ) : (–b ) = (+a ) · (– ) = – (+8) : (–4) = (+8) · (– ) = – = –2

(–a ) : (+b ) = (–a ) · (+ ) = – (–8) : (+4) = (–8) · (+ ) = – = –2

Rechengesetze 

a + b = b + a 
a · b = b · a

Kommutativgesetz
� Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz) der Addition
� Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz) der Multiplikation

a + (b + c ) = (a + b) + c
a · (b · c ) = (a · b) · c

Assoziativgesetz
� Assoziativgesetz (Verbindungsgesetz) der Addition
� Assoziativgesetz (Verbindungsgesetz) der Multiplikation

a · (b + c ) = a · b + a · c
Distributivgesetz
� Distributivgesetz (Verteilungsgesetz)

Binomische Formeln 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a – b )2 = a2 – 2ab + b2

(a + b) (a – b ) = a2 – b2

(a + b )3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(a – b )3 = a3 – 3a2b + 3ab2 – b3

(a – b) (a2 + ab + b2) = a3 – b3

(1. binomische Formel)
(2. binomische Formel)
(3. binomische Formel)

Hilfen beim Kopfrechnen durch binomische Formeln

� Viele Aufgaben lassen sich als binomische Formeln darstellen:

1042 = (100 + 4)2 = 1002 + 2 · 4 · 100 + 42 = 10000 + 800 + 16 = 10816

87 · 93 = (90 – 3) · (90 + 3) = 902 – 32 = 8100 – 9 = 8091

1
b
---

a

b
---

1

3
---

9

3
---

1
b
---

a

b
---

1

3
---

9

3
---

1
b
---

a

b
---

1
4
--

8
4
--

1
b
---

a

b
---

1
4
--

8
4
--
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 Vorrangregeln

� Was in Klammern steht, wird zuerst berechnet.
(3 + 2) · 4 = 5 · 4 = 20

� Potenz- und Wurzelberechnung geht vor „Punktrechnung“ und diese vor „Strichrechnung“.
3 · 5 + 2 = 15 + 2 = 17
4 · = 4 · = 4 · 3 = 12
3 · (a + b)2 = 3 · (a2 + 2ab + b2) = 3a2 + 6ab + 3b2

Rechnen mit Klammern

� Plusklammerregel +(a + b – c) = a + b – c
Das Pluszeichen vor der Klammer und die Klammer können weggelassen werden. An den Vor-
zeichen in der Klammer ändert sich nichts. 
+(3 + 4 – 2) = 3 + 4 – 2 = 5

� Minusklammerregel –(a + b – c) = +(– a – b + c) = – a – b + c
Um das Minuszeichen vor der Klammer und die Klammer weglassen zu können, müssen alle 
Vorzeichen innerhalb der Klammer umgekehrt werden. 
–(3 + 4 – 2) = +(–3 – 4 + 2) = –3 – 4 + 2 = –5

� Ausmultiplizieren a(b + c – d ) = ab + ac – ad
Zum Multiplizieren einer Summe mit einer Zahl a wird jeder einzelne Summand mit der Zahl a 
multipliziert. Dabei kommen die Vorzeichenregeln zur Anwendung.
3(5 + 4 – 2) = 3 · 5 + 3 · 4 – 3 · 2 = 15 + 12 – 6 = 21

� Ausklammern ab + ac – ad = a(b + c – d)
Beim Ausklammern einer Zahl a wird jeder Summand durch die Zahl a dividiert. Dabei kommen 
die Vorzeichenregeln zur Anwendung.

� Multiplikation von Summen

Bei der Multiplikation zweier Summen wird jeder Summand der ersten Klammer mit jedem 
Summanden der zweiten Klammer multipliziert und der Ausdruck als Summe aufgeschrieben.
(a + 1) · (a + 3) = a2 + 3a + a + 3 = a2 + 4a + 3

2 7+ 9

BESONDERS  NÜTZL ICH

(a + b) · (c + d) = a · c + a · d + b · c + b · d
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5 Potenzen, Wurzeln und
Logarithmen

5.1 Potenzen 

5.2 Wurzeln 

Definition
an = a · a · … · a mit a ∈R \ {0}; n ∈N.

n Faktoren a

Man nennt an Potenz, a Basis, n Exponent.

a2 = a · a heißt Quadrat.

Es gilt: a0 = 1, a1 = a, a–n = 

 = (a p)  =  mit a ∈R, a > 0, p ∈Z, q ∈N*

Potenzgesetze 
Die Gesetze gelten für alle m, n ∈R bei positiven reellen Basen. Für m, n ∈Z gelten sie bei Basen aus R\{0}.

gleiche Basis gleicher Exponent Potenzieren
am · a n = am + n a n · bn = (a  ·b)n (am )n = amn = (an ) m

am : an = a m – n a n : bn = (a  : b) n

Definition 
a = c n ist gleichbedeutend mit c =  (gelesen: n-te Wurzel aus a).
a ∈R,  a ≥ 0,  n ∈N*\{1},  c ≥ 0
Man nennt c n-te Wurzel, a Radikand, n Wurzelexponent.

 = heißt Quadratwurzel. heißt Kubikwurzel.

Wurzelgesetze
Die Gesetze gelten für alle a, b ∈R; a, b ≥ 0; n ∈N*\ {1}.

 ·  = 

 = (für b > 0)

 =  = 

( )m = 

1

an-----

a

p
q---

1
q--- apq

an

a2 a a3

an bn a b⋅n

an

bn
------- a

b---
n

amn anm am n⋅

an amn
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5.3 Logarithmen 
Definition
b = ac ist gleichbedeutend mit c = logab (gelesen: Logarithmus b zur Basis a).
a ∈ R \ {1}, a > 0,  b ∈R, b > 0
„Durch Logarithmieren bestimmt man die Größe des Exponenten.“

Man nennt c Logarithmus, a Basis, b Numerus.

Es gilt: a loga b = b, logaa = 1, loga 1 = 0.

Logarithmengesetze

loga (u · v ) = logau + logav loga u r = r loga u (r ∈ R)

loga  = logau – logav loga  = logau (n  ∈ N*\{1})

Basiswechsel

log cb =  =  = 

Spezielle Basen 

Zehnerlogarithmus (dekadischer Logarithmus):
log10x = lg x 

Es gilt: lg 10n = n

Natürlicher Logarithmus:
log e x = ln x 
Es gilt: ln ex = x

e = 2,71828… (eulersche Zahl)

u
v
--- un 1

n---

logab

logac
--------------

bln

cln
-----------

lg b

lg c
--------
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6 Proportionen und Dreisatz

6.1 Proportionen 

6.2 Mittelwerte 

Direkte Proportionalität Indirekte (umgekehrte)
Proportionalität

Sachverhalt  

Verhältnisgleichung  = Daraus folgt: a · d = b · c  = Daraus folgt: a · b = c · d

Proportionalitätsfaktor k b = k · a d = k · c 

Daraus folgt: 

k =  = (quotientengleich)

b = k ·  d = k · 

Daraus folgt: 

k = a · b = c · d (produktgleich)

Proportion und Formel Allgemeine Formel

Arithmetisches Mittel
 = 

Daraus folgt:  = 

 = 

Geometrisches Mittel g 
(mittlere Proportionale)

 = 

Daraus folgt: g = 

a, b > 0

g = 

ai ≥ 0

Harmonisches Mittel h
 = 

Daraus folgt: h = 

h = 

Zusammenhänge zwischen Mittelwerten

� (ai )Max ≥  ≥ g ≥ h ≥ (ai )Min für ai ≥ 0 (nach Cauchy)

� g =  für zwei Werte a, b

Größe X a c

Größe Y b d

Größe X a c

Größe Y b d

a
c
---

b
d
---

a
c
---

d
b
---

b
a
---

d
c
---

1
a
---

1
c
---

a x–

x b–
-------------

1
1
---

x a b+
2

-------------

x
a1 a2 … an+ + +

n
-------------------------------------------

a

g
---

g

b
---

ab

a1 a2 … an⋅ ⋅ ⋅n

a h–
h b–
-------------

a
b
---

2ab
a b+
-------------

n
1

a1
------

1
a2
------ …

1
an
------+ + +

--------------------------------------------

x

h x⋅
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6.3 Dreisatz 

Goldener Schnitt 

 = 

Daraus folgt: x =  · a

x ≈ 0,618 · a
a ≈ 1,618 · x

Konstruktionsbeschreibung:

1. In B wird die Senkrechte errichtet und auf dieser Senkrechten von 

B aus die Strecke r = abgetragen. Man erhält den Punkt C.

2. A wird mit C verbunden.

3. Um C wird ein Kreis mit dem Radius r =  gezeichnet. Der Schnitt-

punkt mit der Strecke AC ist D.

4. Um A wird ein Kreis mit dem Radius AD gezeichnet. Der Schnitt-

punkt mit der Strecke AB ist T, der gesuchte Teilungspunkt.

Verfahren bei direkter Proportionalität

� Schluss vom Wert der bekannten Mehrheit

� auf den Wert für eine (Mengen-)Einheit und

� von dieser Einheit auf die gesuchte Mehrheit

Wie viel bezahlt man für 750 g Tee, wenn 400 g 
12,00 € kosten?

Verfahren bei indirekter Proportionalität

� Schluss vom Wert der bekannten Mehrheit

� auf den Wert für eine (Mengen-)Einheit und

� von dieser Einheit auf die gesuchte Mehrheit

Fünf Kühe kommen mit einer bestimmten Fut-
termenge 16 Tage aus. Wie viel Tage reicht das 
Futter für 8 Kühe?

a
x
---

x
a x–
-------------

5 1–

2
----------------

A

C

2

BT

D

x

r

a
r = 

a – x

a

a
2
---

a
2
---

400 g � 12,00 €

 1 g � 0,03 €

750 g � 22,50 €

: 400

· 750

: 400

· 750

5 Kühe � 16 Tage

    1 Kuh � 80 Tage

8 Kühe � 10 Tage

: 5

· 8 : 8

· 5
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6.4 Kettensatz 

6.5 Mischungsrechnen 

Verfahren

Der Kettensatz ist ein Verfahren, bei dem über logi-
sche Schlüsse aus mehreren bekannten Größen auf 
eine unbekannte Größe geschlossen wird. Es handelt 
sich dabei um eine Aufeinanderfolge von Dreisätzen 
bei direkter Proportionalität.
Dieses Verfahren wird z.B. bei Preisberechnungen mit 
ausländischen Währungen und Maßen angewendet. 

� Entwickeln der Kette:
– Die Kette beginnt mit der Frage nach der ge-

suchten Größe.
– Der linke Term jeder folgenden Gleichung hat 

die gleiche Einheit wie der rechte Term der vor-
hergehenden Gleichung.

– Die Kette ist geschlossen, wenn erste und letzte 
Einheit übereinstimmen.

� Ausrechnen der Kette:
– Produkt der Zahlen der rechten Terme in den 

Zähler eines Bruches, Produkt der Zahlen der 
linken Terme in dessen Nenner schreiben und 
Bruch berechnen.

Wie viel Euro kosten 50 m Stoff aus den USA, 
wenn dieser dort zu 8,90 $ das Yard gehandelt 
wird?  
(11 m ≈ 12 yds, 
Kurs: 1 € � 1,0253 $)

x € � 50 m

11 m � 12 yds
1 yd � 8,90 $

1,0235 $ � 1€

x =  € = 473,48 €

Mischungskreuz-Regel

� Berechnen des Mischungsverhältnisses von zwei Sorten bei vorgegebenen Preisen
� Mischungskreuz-Regel: Die zu mischenden Sorten sind im umgekehrten Verhältnis ihrer Preisdifferenzen 

zur Mischungssorte zu mischen.

In welchem Verhältnis müssen zwei Sorten (z. B. Tee; Sorte 1 kostet P1 €/kg, 
Sorte 2 kostet P2 €/kg) gemischt werden, damit die Mischsorte PG €/kg kostet?

P : Preis Unterschied zu PG berechnen Anteil
M : Menge, Anteil und eventuell kürzen Es gilt also:

Sorte 1: P1 (€/kg) |PG – P1| M1
Mischung: PG (€/kg)
Sorte 2: P2 (€/kg) |PG – P2| M2

Probe: M1 · P1 + M2 · P2 = (M1 + M 2) · PG

50 12 8,90⋅ ⋅
11 1,0253⋅

--------------------------------

PG P2–

PG P1–
-------------------

M1

M2
--------=
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7 Prozent- und Zinsrechnung 

7.1 Prozentrechnung
Grundbegriffe

� Grundwert: G
Prozentwert: W
Prozentzahl: p

� Prozentsatz: p % p % = 

� Promillesatz: p ‰ p ‰ =  Umrechnung: 1 % = 10 ‰

Grundgleichung der Prozentrechnung

G : 100 = W : p oder  = 

Daraus folgt: W = p = G = 

„Bequeme“ Prozentsätze

Mit diesen Prozentsätzen lässt sich besonders leicht rechnen, weil sie als einfache Brüche darstellbar 
sind. Daher eignen sie sich auch für Berechnungen im Kopf.

p

100
----------

p

1000
-----------

G

100
--------

W

p
-----

p G⋅

100
-----------

W 100⋅

G
------------------

W 100⋅
p

------------------

BESONDERS  NÜTZL ICH

Prozentsatz 1% 2 % 2 % 3 % 4 % 5 % 6 % 6 % 10 % 12 %

Anteil am
Grundwert

Prozentsatz 20% 25% 30 % 33 % 40 % 50% 60 % 66 % 75% 80 %

Anteil am
Grundwert

Prozentsatz 90% 100% 125 % 150 % 200 % 300 % 400 % 500 % 600% 700 %

Anteil am
Grundwert

1 2 3 4 5 6 7

1
2
--- 1

3
--- 1

4
--- 2

3
--- 1

2
---

1
100
----------

1
50
------

1
40
------

1
30
------

1
25
------

1
20
------

1
16
------

1
15
------

1
10
------

1
8
---

1
3
---

2
3
---

1
5
---

1
4
---

3
10
------

1
3
---

2
5
---

1
2
---

3
5
---

2
3
---

3
4
---

4
5
---

9
10
------

5
4
---

3
2
---
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7.2 Zinsrechnung

Grundbegriffe 

K

Z

R

p %

p. a.

S

Kapital

Zinsen

Rate, Rente

Zinssatz des Kapitals

per annum (pro Jahr)

Schuld, Darlehen

#

q

D

t

m

n

Zinszahl (# =  · K · t )

Zinsfaktor  (q =  = 1 + )

Zinsdivisor (D = )

Anzahl der Tage

Anzahl der Monate

Anzahl der Jahre

Zinsen in verschiedenen Zeiträumen 

Jahreszinsen

Monatszinsen

Tageszinsen (Diskont)

Rendite
(effektive Jahresverzinsung)

Zinseszinsen (Endwert Kn des An-
fangskapitals K0 nach n Jahren)

Z = Zn = 

Zm = 

Zt =  = 

p = 

Kn = K0 · qn = K0 · n = 

1 Jahr = 360 Tage; 1 Monat = 30 Tage (im deutschen Bankwesen)

„Bequeme“ Zinsdivisoren (Zinsteiler)

1

100
----------

100 p+

100
------------------

p

100
--------

360
p

--------

K p⋅
100
----------

K p n⋅ ⋅

100
-----------------

K p m⋅ ⋅

100 12⋅
-------------------

K p t⋅ ⋅

100 360⋅
---------------------

#

D
---

Z 100⋅
K

---------------

100 p+

100
------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞
n lg   K n lg   K 0 –  

lg   q 
--------------------------------

BESONDERS  NÜTZL ICH

Diese Zinsteiler sind sinnvoll zur Berechnung von Tageszinsen und des Diskonts.

Zinssatz 0,5 % 1 % 2 % 2 % 2 % 3% 3 % 3 % 4 %

Zinsdivisor 720 360 180 144 135 120 108 96 90

Zinssatz 4 % 5% 6% 6 % 7 % 8% 9 % 10 % 12 %

Zinsdivisor 80 72 60 54 48 45 40 36 30

1
2
--- 2

3
--- 1

3
--- 3

4
---

1
2
--- 2

3
--- 1

2
---
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1  Äquivalenzumformungen von Gleichungen und Ungleichungen

 

1 Äquivalenzumformungen von 
Gleichungen und Ungleichungen

BLICKPUNKT

Variable
Eine Variable ist ein Zeichen für ein Objekt aus einer Menge gleichartiger Objekte. Diese Menge heißt der 
Grundbereich G oder der Variablengrundbereich. 
Variablen werden meist durch Buchstaben (a, b, x, y, t, g, A, M) dargestellt. 

n ∈ N Die Variable n ist ein Zeichen für eine beliebige Zahl aus dem Grundbereich N (Menge der natür-
lichen Zahlen).

Term
Ein Term ist eine sinnvolle mathematische Zeichenreihe ohne Relationszeichen.
Terme, die den gleichen Wert haben, heißen gleichwertig. Dies ist abhängig vom jeweiligen Grundbereich. 

Terme: 6a + a x2 – y 2 cos y

keine Terme: 4 > 2 3 · x = 21 4a – a ≠ 23

gleichwertige Terme: 24 : 6 und 2 · 2 x – 2 und  für G = N, aber nicht für G = Z

Gleichung
Verbindet man zwei Terme mit einem Gleichheitszeichen, entsteht eine Gleichung.

8x + 72 = 3x + 2 6x2 – 12 = 42

Ungleichung
Eine Ungleichung entsteht, wenn zwei Terme durch eines der Zeichen <; >; ≤; ≥ oder ≠ verbunden werden.

3x + 4 ≤ 18 8x > 18 – x

Grundbereich
Alle Zahlen oder Größen, die anstelle der Variablen eingesetzt werden können, bilden den Grundbereich.

Je nach Aufgabenstellung gilt z.B. G = N; G = Z oder G = Q.

Lösungsmenge
Alle Elemente des Grundbereiches, die beim Einsetzen in die Gleichung oder Ungleichung eine wahre Aussage 
ergeben, bilden die Lösungsmenge.

3x + 1 = 13 G = N L = {4}

Bruchgleichung
Eine Gleichung wird genau dann zur Bruchgleichung, wenn sie mindestens einen Bruchterm enthält, d.h., 
wenn die Variable mindestens einmal im Nenner eines Bruches erscheint.
Zum Grundbereich gehören alle Zahlen oder Größen, bei deren Einsetzen der Wert des Nenners des Bruchterms 
ungleich Null ist.

= 4 G = Q\{5} L = {4}

3

4
--

x2 4–

x 2+
-------------

4
5 y–
------------
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1  Äquivalenzumformungen von Gleichungen und Ungleichungen

 

35

 

Äquivalenz und Äquivalenzumformungen 

 

Zwei Gleichungen (Ungleichungen) nennt man bezüglich eines Zahlenbereiches zueinander äquivalent, wenn sie 
in diesem Zahlenbereich die gleiche Lösungsmenge besitzen. Es seien

 

 T

 

1

 

 und 

 

T

 

2

 

 Terme, die auf der linken bzw. 
rechten Seite einer Gleichung (Ungleichung) stehen. Dann gilt bei der

 

Addition oder Subtraktion gleicher Terme 

 

T

 

 auf beiden Seiten der Gleichung (Ungleichung):

 

T

 

1

 

 = 

 

T

 

2

 

T

 

1

 

 

 

±

 

 T

 

 =

 

 T

 

2

 

 

 

±

 

T
T

 

1

 

 < 

 

T

 

2

 

T

 

1

 

 ± 

 

T

 

 < 

 

T

 

2

 

 

 

± 

 

T

 

Das Relationszeichen bleibt gleich.

4x – 1 = 8 | +1 3 – x < –2 | –3
4x = 9 –x < –5

 

Multiplikation oder Division beider Seiten der Gleichung (Ungleichung) mit einem Term 

 

T

 

 > 0:

 

T

 

1

 

 = 

 

T

 

2

 

T

 

1

 

 · 

 

T

 

 = 

 

T

 

2

 

 

 

· 

 

T
T

 

1

 

 : 

 

T

 

 = 

 

T

 

2

 

 

 

: 

 

T
T

 

1

 

 < 

 

T

 

2

 

T

 

1

 

 · 

 

T

 

 < 

 

T

 

2

 

 

 

· 

 

T
T

 

1

 

 : 

 

T

 

 < 

 

T

 

2

 

 

 

: 

 

T

 

Das Relationszeichen bleibt gleich.

x = 8 | ·2 4x < 16 | : 4

x = 16 x < 4

 

Multiplikation oder Division beider Seiten der Gleichung (Ungleichung) mit einem Term 

 

T

 

 < 0:

 

T

 

1

 

 = 

 

T

 

2

 

T

 

1

 

 · 

 

T

 

 = 

 

T

 

2

 

 · 

 

T
T

 

1

 

 : 

 

T

 

 = 

 

T

 

2

 

 : 

 

T
T

 

1

 

 < T2 T1 · T > T2 · T Das Relationszeichen „<“ muss durch 
T1 : T > T2 : T „>“ ersetzt werden.

–2x = 4 | : (–2) –x < –5 | : (–1)
x = –2 x > 5

Formeln

Für das Umstellen von Variablen in Formeln gelten die gleichen Regeln wie beim Umformen 
von Gleichungen. Mit Variablen wird wie mit Zahlen und Größen gerechnet.

A = · h nach c umstellen:

A = · h | · 2

2A = (a + c) · h | : h

 = a + c | –a

c = – a

1
2
---

BESONDERS  NÜTZL ICH

a c+
2

--------------

a c+
2

--------------

2A

h
-------

2A

h
-------
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2 Lineare Gleichungen und
Gleichungssysteme

2.1 Lineare Gleichungen mit einer Variablen

2.2 Lineare Gleichungssysteme aus zwei 
Gleichungen mit zwei Variablen 

Lösen linearer Gleichungen 

� Lösen der Gleichung Gleichungen kann man lösen, indem man z. B. durch Anwenden 
der Umformungsregeln diese Gleichungen vereinfacht. 

� Normalform: ax + b = 0 a, b ∈ R

� Lösung x, Lösungsmenge L x = – L = {– } a ≠ 0

Gleichungssysteme 

� Normalform: (I) a1x + b1y = c1 a1 , b1 , c1, a2 , b2 , c2 ∈R
(II) a2x + b2y = c2 a1 , b1 , c1, a2 , b2 , c2 konstant

� Lösungsformeln:
x = y = (a1b2 – a2b1 ≠ 0)

Rechnerische Lösungsverfahren

Einsetzungsverfahren: (I) eine Gleichung nach x auflösen
(II) den Term für x in die andere Gleichung einsetzen
(III) Lösung für y in der Gleichung aus (II) ermitteln
(IV) y in die Gleichung aus (I) einsetzen und x ermitteln

Gleichsetzungsverfahren: (I), (II) beide Gleichungen nach einer Variablen auflösen (z. B. 
nach x)

(III) den Term für x aus (I) und aus (II) gleichsetzen und y 
ermitteln

(IV) y in eine Ausgangsgleichung einsetzen und x ermitteln

Additionsverfahren: (I) beide Gleichungen addieren bzw. subtrahieren, um eine 
Gleichung mit nur einer Variablen (z.B. y) zu erhalten

(II) diese Gleichung nach y auflösen
(III) y in eine Ausgangsgleichung einsetzen und x ermitteln

b
a
---

b
a
---

c1b2 c2b1–

a1b2 a2b1–
-------------------------------

a1c2 a2c1–

a1b2 a2b1–
-------------------------------
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2.3 Lineare Gleichungssysteme aus drei 
Gleichungen mit drei Variablen 

Grafisches Lösungsverfahren 

Gleichungssysteme kann man grafisch lösen, indem man die Graphen der zu den beiden linearen Gleichungen 
gehörigen linearen Funktionen in einem Koordinatensystem zeichnet.

1. Fall
Geraden schneiden einander 
im Punkt S (xS ; yS ).
L ={(xS ; yS )}
genau eine Lösung

2. Fall
Geraden sind zueinander 
parallel.
L = 0/
keine Lösung

3. Fall
Geraden fallen zusammen.
L = {(x ; y )} mit x ∈R und 
y = mx + n
unendlich viele Lösungen

Gleichungssysteme 

� Normalform: (I) a1x + b1y + c1 z = d1 a1 , b1 , c1, d1, a2 , b2 , c2, d2, a3 , b3 , c3, d3 ∈R
(II) a2x + b2y + c2 z = d2 a1 , b1 , c1, d1, a2 , b2 , c2, d2, a3 , b3 , c3, d3 konstant
(II) a3x + b3y + c3 z = d3

Rechnerisches Lösungsverfahren

I 3x – y – z = 1
II 4y – 8z = –4
III z = 1

Da z = 1 ist, kann man diesen Wert in II einsetzen 
und y bestimmen.
II 4y – 8· 1 = –4 | +8

4y = 4 | :4
y = 1

Jetzt werden die Werte für y und z in I eingesetzt, um 
x zu ermitteln.

I 3x – 1 – 1 = 1 | +2
3x = 3 | :3

x = 1

Die Lösungsmenge ist L = {(1; 1; 1)}

y

xxS

yS

O

S

y

xO

y

xO
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3 Quadratische Gleichungen 

Quadratische Gleichungen und Lösungsformel

Allgemeine Form der quadratischen Gleichungen

ax 2 + bx + c = 0 a, b, c ∈ R; a, b, c  konstant; a ≠ 0

Normalform

x2 + px + q = 0 p = ; q = p, q ∈ R

� Lösung x1; 2 = – D =  – q = ( )2 – q (Diskriminante)

� Anzahl der Lösungen
D > 0 D = 0 D < 0

x1 = – + x1 = x2 = – für D < 0 n. def.

x2 = – –

zwei Lösungen eine Lösung keine Lösung

L = L = L = { }

� Satz von Vieta x1 + x2 = –p x1 ·  x2 = q
Anwendungen
– Berechnen der zweiten Lösung, wenn eine Lösung bekannt ist

x2 – 12x + 32 = 0 x1 = 4 x1 · x2 = q 4 · x2 = 32 x2 = 8

– Durchführen der Probe
x2 – 12x + 32 = 0; x1 = 4; x2 = 8 x1 · x2 = q 4 · 8 = 32

x1 + x2 = –p 4 + 8 = –(–12)

– Berechnen von p und q
x2 + px + q = 0; x1 = 4; x2 = 8 x1 · x2 = q 4 · 8 = 32 q = 32

x1 + x2 = –p 4 + 8 = 12 p = –12

� Sonderfälle p = 0; q = 0 x2 = 0 L = {0}
p ≠ 0; q = 0 x2 + px = 0 L = {0; –p }

x(x + p) = 0
p = 0; q ≠ 0 x2 + q = 0 wenn q > 0: keine Lösung in R

wenn q < 0: L = {– ; }

b
a
--- c

a
---

p

2
---

p

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2
q–±

p2

4
------

p

2
---

p

2
---- D

p

2
---- D

p

2
---- D

p
2----

D+– ;
p
2----

D––
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫ p

2----
–

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

q q
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