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1 Teiler und Vielfache

BLICKPUNKT

Das dekadische Positionssystem

Unser dekadisches Positionssystem geht auf den indischen Kulturkreis zuriick. 773 brachte ein Inder astro-
nomische Schriften von Bramagupta an den Hof des Kalifen Al Mansur in Bagdad. Der groBe arabische
Mathematiker Al-Chwarizmi (787 - ca. 850) verwertete diese 820 in seinem Lehrbuch der Arithmetik, in dem

er die neuen indischen Ziffern erklarte und verwendete.

Im 12.Jahrhundert wurde dieses Buchin Spanien durch Robertvon Chester (ibersetzt. Von dort aus traten dann die
sogenannten arabischen Ziffern ihren Siegeszug an. Man konnte mit den neuen Ziffern viel leichter rechnen, weil
zum ersten Mal die Null verwendet wurde. Die Form der Ziffern hat sich seitihrer Schaffung durch die Inder
mehrfach verandert. Die heutige Gestalt unserer Ziffern geht auf Albrecht Diirer (1471—-1528) zuriick.

Rechenoperationen

Stufe / Operation Verkniipfung a b C

1/ Addition at+b=c Summand  Summand Summe
1/Subtraktion a-b=c Minuend Subtrahend Differenz
2/ Multiplikation a-b=c Faktor Faktor Produkt
2/ Division a:b=c; b#0 Dividend Divisor Quotient
3/Quadrieren a’=c Basis Exponent 2 Quadrat
3/ Potenzieren a=c Basis Exponent Potenz
3/Radizieren (Wurzelziehen) 2/a=c; a=0;b=1 Radikand Wurzelexponent Wurzel

3/Logarithmieren

1.1

Teiler

a heiBt Teiler von b, wenn es ein n (n € N) gibt,
sodass a - n = b gilt. (Schreibweise: a |b)

log; b=c; a>0;a#1

Basis Numerus Logarithmus

Teiler und Vielfache natiirlicher Zahlen

Vielfache

b heiBt Vielfaches von a, wenn a ein Teiler von b ist.

gT(a, b) heiBt gemeinsamer Teiler von a und b,
wenn gT(a, b) sowohl a als auch b teilt.

gV(a, b) heiBt gemeinsames Vielfaches von a und b,
wenn sowohl a als auch b Teiler von gV(a, b) ist.

Mit ggT(a, b) bezeichnet man den groBten gemein-
samen Teiler von a und b.

Mit kgV(a, b) bezeichnet man das kleinste gemein-
same Vielfache von a und b.

Bestimmung des ggT(a, b) mittels Primfaktor-
zerlegung: Man multipliziert die kleinsten Potenzen
aller Primfaktoren, die sowohl in der Zerlegung von a
als auch in der Zerlegung von b vorkommen.

Bestimmung des kgV(a, b) mittels Primfaktor-
zerlegung: Man multipliziert die hochsten Potenzen
aller Primfaktoren, die in der Zerlegung von a oder in
der Zerlegung von b vorkommen.
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BESONDERS NUTZLICH

Der euklidische Algorithmus

Bestimmung des ggT(135, 105) mithilfe des euklidischen Algorithmus:
135:105=1, Rest 30
105: 30=3, Rest15

30: 15=2, Rest 0 ggT(135,105) =15
Bestimmung des kgV(a, b) mithilfe des euklidischen Algorithmus und der folgenden Beziehung:
a-b
0¥ D= 5q7ab)

Sind zwei Zahlen a und b teilerfremd, so gilt ggT(a, b) = 1 und kgV(a, b) =a - b.

1.2 Teilbarkeitsregeln und
Teilbarkeitseigenschaften

Teiler Regel (n e N")

PRAKTISCHES RECHNEN

n Null ist durch jede Zahl teilbar, jedoch nicht durch sich selbst.

n Jede Zahl nist durch sich selbst teilbar.

—_

Jede Zahl n (auch 0) ist durch 1 teilbar.

Eine Zahl ist durch 2 teilbar, wenn die letzte Ziffer durch 2 teilbar, d.h. 0, 2, 4, 6 oder 8 ist.

Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme (Summe ihrer Ziffern) durch 3 teilbar ist.

Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn ihre letzten beiden Ziffern eine durch 4 teilbare Zahl bilden.

Eine Zahl ist durch 5 teilbar, wenn die letzte Ziffer durch 5 teilbar, d.h. 0 oder 5 ist.

Eine Zahl ist durch 6 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 3 teilbar ist.

Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn ihre letzten drei Ziffern eine durch 8 teilbare Zahl bilden.

Ol o | U] | W| N

Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme (Summe ihrer Ziffern) durch 9 teilbar ist.

10 Eine Zahl ist durch 10 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine 0 ist.

25 Eine Zahl ist durch 25 teilbar, wenn ihre letzten beiden Ziffern 00, 25, 50 oder 75 sind.

BESONDERS NUTZLICH

Teilbarkeitsbeziehungen

Aus a|b folgt a|(b-c). Aus alb und c|d folgt (a-c)|(b-d).
Aus alb und alc folgt a|(b+c). Ausalb und alc folgt al(b—c).
Aus alb folgt (a-c)| (b-c). Aus alb und blc folgt alc.

Aus alc und blc und ggT(a, b)=1
folgt (a-b) |c.
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2  Bruchrechnung

Grundbegriffe und Bruchoperationen
Fir alle Formeln in diesem Abschnitt gilt: a, b, ¢, d € Z; Nenner =0

Bruch

% heiBt Bruch, a heiBt Zahler und b Nenner des Bruches.

Kehrwert

=

Der Bruch g heiBt Kehrwert (reziproker Wert) von Z . Es gilt: g

-2
b

Erweitern

a-c
b-c

Z = (c0) Zahler und Nenner sind mit der gleichen Zahl zu multiplizieren.

Kiirzen

3:¢ (c#0undclaundc|b)  Zahler und Nenner sind durch die gleiche Zahl zu dividieren.

o
a

a
b

Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche
Zwei Briiche heiBen gleichnamig, wenn sie denselben Nenner haben.

+ == Zahler werden addiert (subtrahiert) und der Nenner wird beibehalten.

Tl
Tl n
o

Tl

Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche

c c_a: d-b-c

d- bd b d  bd

oder: (1) gV(b, d) bzw. kgV(b, d) bestimmen (Hauptnenner)
(2) beide Briiche auf den Hauptnenner erweitern
(3) wie bei gleichnamigen Briichen verfahren

_ad+bc a

+

Tl

Multiplikation von Briichen

G
= — - (=

a a-c
b-d b b

C_
1" b

Qln
a

a
b

Es werden Zahler mit Zahler sowie Nenner mit Nenner multipliziert.

Division von Briichen

C a d a-d a
— == 0= = — - .C=

a g,
b'd b ¢ bec b"""hb ¢ bc

Es wird der Dividend mit dem Kehrwert des Divisors multipliziert.




3 Rechnen mit positiven und negativen Zahlen | 23

3 Rechnen mit positiven und
negativen Zahlen

Grundbegriffe und Vorzeichenregeln

Betrag einer Zahl
Der Betrag |a|einer Zahl a entspricht dem Abstand dieser Zahl von 0 auf der Zahlengeraden.

|a|={ a, wenna=>0

—a, wenna<0
lal = [-al; lal =0
lal-1bl <la-bl<lal+|bl
la-b|=lal-|bl
la:b| =lal:[bl

Entgegengesetzte Zahlen

Zwei Zahlen, die sich nur durch ihr Vorzeichen unterscheiden (also den gleichen Betrag haben), heiBen zu-
einander entgegengesetzt. Die Zahl 0 ist zu sich selbst entgegengesetzt.

Die entgegengesetzte Zahl (Gegenzahl, Kehrzahl) von a ist —a.

Bei der formelmaBigen Darstellung der Rechenregeln stehen die Variablen a und b fiir die Betrage reeller Zahlen.

Addition

Zwei Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert, indem man ihre Betrage addiert. Die Summe erhalt das
gemeinsame Vorzeichen.

(+a) + (+b) = +(a + b) (+2) + +5) =+@2 +5 =+7

(-a) + (-b) =—(a + b) (3)+ 4 =-B+4)=-7

Zwei Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden addiert, indem man die Differenz der Betrage berechnet.
Das Ergebnis erhalt das Vorzeichen der Zahl mit dem groBeren Betrag.

(+a) + (-b) =—(b-a) (b>a) (+2) + (-5 =-(5-2)=-3

(—a) + (+b) = +(b—a) (b>a) (-3)+ (+4) =+(4-3) = +1

Subtraktion

Eine Zahl b wird von einer Zahl a subtrahiert, indem man zu a die entgegengesetzte Zahl von b addiert.
(+a) - (+b) = (+a) + (-b) =—(b—a) +2)-(+3)=+2) +(-3)=-(3-2) =1

(-a)—(=b) =(-a) + (+b) = +(b—a) —3)—(-4)=(3)++4) =+4-3)=+1

(
(+a)—(-b)=(+a) + (+b) =+(@+ b) (+2)=(-3)=(+2) + (+3)=+(2 +3) =45
(-a) - (+b) = (-a) + (-b) =~(a + b) (-3) = (+4) = (3) + (-4) = =B+ &) = =7

Multiplikation

Zwei Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden multipliziert, indem man ihre Betrage multipliziert. Das Produkt
erhélt das positive Vorzeichen.

(+a) - (+b) =+(@-b) (+2)- (+3)=+(2-3)=+6

(-a)-(=b)=+(a-b) (-2)-(-3)=+(2-3)=+6

Zwei Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden multipliziert, indem man ihre Betrage multipliziert. Das
Produkt erhalt das negative Vorzeichen.

(+a)-(=b)=—(a-b) (+2)-(=3)=-(2-3)=-6

(-a)-(+b)=—-(-b) (=2)-(+3)=-(2-3)=-6

PRAKTISCHES RECHNEN
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Grundbegriffe und Vorzeichenregeln (Fortsetzung)

Division (Nenner # 0)
Durch eine Zahl wird dividiert, indem man mit dem Kehrwert dieser Zahl multipliziert.
Es gelten dann wieder die Vorzeichenregeln der Multiplikation.

(+a): (+b) = (+a) - (+1) = +2

1)=+3 (+9):(+3)=(+9)-(+1§)=+§=+3

(-a):(-b) = (-a) - (1) =+2 (-9):(-3)= 9 (1) =+3 =+3
(+2): (b) = (+a) - (1) =7 (+8): (4= (+8) - (;) =-2 =2
(-a):(+b) = (-a) - (+ 1) =7 (-8): (+4)=(-8)- (+;) =2 =2

4 Termumformungen

Fiir alle Formeln in diesem Abschnitt gilt: a, b, ¢, d sind in R erklarte Terme.

Rechengesetze
Kommutativgesetz

a+b=b+a m Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz) der Addition

a-b=b-a m Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz) der Multiplikation
Assoziativgesetz

a+(b+c)=@+h)+c B Assoziativgesetz (Verbindungsgesetz) der Addition

a-(b-c)=@-b)-c m Assoziativgesetz (Verbindungsgesetz) der Multiplikation
Distributivgesetz

a-b+c)=a-b+a-c m Distributivgesetz (Verteilungsgesetz)

Binomische Formeln

(@+b)2=a’+2ab + b2 (1. binomische Formel)
(a=b)2=a%-2ab + b? (2. binomische Formel)
(@+b)(a-b)=a%-h? (3. binomische Formel)

(@+b)3=a’+3a%h + 3ab? + b3
(a=b)3 = a3—3a%b + 3ab? - b3
(a—b) (@2 +ab +b? =a3-hb3

BESONDERS NUTZLICH

Hilfen beim Kopfrechnen durch binomische Formeln

m Viele Aufgaben lassen sich als binomische Formeln darstellen:

1042 = (100 + 4)2 = 1002 +2 - 4- 100 + 4% = 10000 + 800 + 16 = 10816
87-93=(90-3)-(90 +3) =902 —32=8100-9 = 8091
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Vorrangregeln

m Was in Klammern steht, wird zuerst berechnet.
3+2)-4=5-4=20

m Potenz- und Wurzelberechnung geht vor , Punktrechnung” und diese vor , Strichrechnung”.
3:542=15+2=17

4. 2+7=4-9=4-3=12

3-(@+h)2=3-(%+2ab + b?) = 3a% + 6ab + 3b?

BESONDERS NUTZLICH

Rechnen mit Klammern

Plusklammerregel +(a +b—-c)=a+b—-c

Das Pluszeichen vor der Klammer und die Klammer kénnen weggelassen werden. An den Vor-
zeichen in der Klammer @ndert sich nichts.

+(3+4-2)=3+4-2=5

Minusklammerregel (a + b—¢)=+(-a—-b+c)=—-a-b+c

Um das Minuszeichen vor der Klammer und die Klammer weglassen zu konnen, missen alle
Vorzeichen innerhalb der Klammer umgekehrt werden.
-B+4-2)=+(3-4+42)=-3-4+2=-5

Ausmultiplizieren a(b + c— d) = ab + ac— ad

Zum Multiplizieren einer Summe mit einer Zahl a wird jeder einzelne Summand mit der Zahl a
multipliziert. Dabei kommen die Vorzeichenregeln zur Anwendung.
36+4-2)=3-5+3-4-3-2=15+12-6=21

Ausklammern ab + ac—ad =a(b + c—d)
Beim Ausklammern einer Zahl a wird jeder Summand durch die Zahl a dividiert. Dabei kommen
die Vorzeichenregeln zur Anwendung.

Multiplikation von Summen (a+b)-(c+d) =a-c+a-d+b-c+b-d

Bei der Multiplikation zweier Summen wird jeder Summand der ersten Klammer mit jedem
Summanden der zweiten Klammer multipliziert und der Ausdruck als Summe aufgeschrieben.
(a+1)-(a+3)=a2+3a+a+3=a2+4a+3

PRAKTISCHES RECHNEN
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5 Potenzen, Wurzeln und
Logarithmen

5.1 Potenzen

Definition
a"=a-a-...-a mt aeR\{0}neN.
%{_/

n Faktoren a

Man nennt a” Potenz, a Basis, n Exponent.

a’=a-a heiBt Quadrat.

. 1
Esgilt: a®=1, a'=a, a"=
P

;
a® =@P)a=9P mitacR,a>0peZ qeN*

Potenzgesetze

Die Gesetze gelten fir alle m, n R bei positiven reellen Basen. Fiir m, n € Z gelten sie bei Basen aus R\{0}.
gleiche Basis gleicher Exponent Potenzieren

am_anzam+n an_bnz(a b)n (am)nzamnz(an)m

am:a"=am"" a":b"=(a:b)"

5.2 Wurzeln

Definition

a=c" ist gleichbedeutend mit ¢ = 7/a (gelesen: n-te Wurzel aus a).
aeR, a>0, neN*\{1}, c=0

Man nennt ¢ n-te Wurzel, a Radikand, n Wurzelexponent.

2/a = Ja heiBt Quadratwurzel. 3/a heiBt Kubikwurzel.

Wurzelgesetze
Die Gesetze gelten fir alle a, b € R;a, b > 0; n e N*\{1}.

% - /b = 1/ab

M2 _ e irh > 0)
n/b b

Wmfa =3 = m o/
(%fa)" = /e
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5.3 Logarithmen

Definition

b=a® istgleichbedeutend mit ¢ = log,b (gelesen: Logarithmus b zur Basis a).
ae R\{1},a>0, beR, b>0

,Durch Logarithmieren bestimmt man die GroBe des Exponenten.”

Man nennt ¢ Logarithmus, a Basis, b Numerus.

Esgilt:a'%P=bh, log,a =1, log,1=0.

Logarithmengesetze

log,(u - v) = log,u + log,v log,u"=rlog,u (re R)

Ioga% = log,u —log,v log, 2u = %Iogau (n e N*\{1})

Basiswechsel
logsb 1 Igb

logcb =

log,c Inc lg c

PRAKTISCHES RECHNEN

BESONDERS NUTZLICH

Spezielle Basen

Zehnerlogarithmus (dekadischer Logarithmus):
logqox = lgx

Esgilt: 1g 10" =n

Natiirlicher Logarithmus:

logox=Inx
Es gilt: In e¥ = x

e =2,71828... (eulersche Zahl)
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6 Proportionen und Dreisatz

6.1 Proportionen

Direkte Proportionalitat Indirekte (umgekehrte)
Proportionalitat
Sachverhalt — —
GroBe X | a | c GroBe X [a |¢
GiégeY |b |d GréBeY |b |d
— -
Verhaltnisgleichung g = Z Daraus folgt: a-d=b-c '—z = '—Z Daraus folgt: a-b=c-d
Proportionalitatsfaktor k b=k-a d=k-c b:k% d:k%
Daraus folgt: Daraus folgt:

k= g = g (quoﬁentengleich) k=a-b=c-d (produktgleich)

6.2 Mittelwerte

Proportion und Formel Allgemeine Formel
Arithmetisches Mittel a-x _1 _ ajtay+..ta,
x-b 1 re—
Daraus folgt: x = %h
Geometrisches Mittel g a g
. . =2 g="nla,-a,-...-a,
(mittlere Proportionale) g b
Daraus folgt: g= Jab a;20
a,b>0
Harmonisches Mittel h a-h _a h= n
h-b b 11
— =t —
2ab @ & an

Daraus folgt: h = —

Zusammenhange zwischen Mittelwerten

B (@)yax = X 292h2(a;)yip fiira;>0 (nach Cauchy)

m 9= J/h- x firzwei Werte a, b
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Goldener Schnitt

5-1
Daraus folgt: x = £2— -a

x=0618-a
a=1618-x

Konstruktionsbeschreibung:

1. In B wird die Senkrechte errichtet und auf dieser Senkrechten von

B aus die Strecke r = g abgetragen. Man erhélt den Punkt C.

2. A wird mit C verbunden.

3. Um C wird ein Kreis mit dem Radius r = g gezeichnet. Der Schnitt-
punkt mit der Strecke AC ist D.
4. Um A wird ein Kreis mit dem Radius AD gezeichnet. Der Schnitt-

punkt mit der Strecke AB ist T, der gesuchte Teilungspunkt.

6.3 Dreisatz

Verfahren bei direkter Proportionalitat

m Schluss vom Wert der bekannten Mehrheit
m auf den Wert fiir eine (Mengen-)Einheit und

m von dieser Einheit auf die gesuchte Mehrheit

Wie viel bezahlt man fiir 750 g Tee, wenn 400 g
12,00 € kosten?

400g 2 12,00 €
1400 ) 1400

1gA003€
- 750 - 750
750 g £ 22,50 €

Verfahren bei indirekter Proportionalitat

m Schluss vom Wert der bekannten Mehrheit

m auf den Wert fiir eine (Mengen-)Einheit und

m von dieser Einheit auf die gesuchte Mehrheit

Finf Kithe kommen mit einer bestimmten Fut-
termenge 16 Tage aus. Wie viel Tage reicht das
Futter fiir 8 Kiihe?

5Kiihe 2 16 Tage
:5( )-5

1 Kuh 2 80 Tage
-8( ):8

8 Kiihe 2 10 Tage

PRAKTISCHES RECHNEN
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6.4 Kettensatz

Verfahren

Der Kettensatz ist ein Verfahren, bei dem iiber logi-
sche Schliisse aus mehreren bekannten GroBen auf
eine unbekannte GroBe geschlossen wird. Es handelt
sich dabei um eine Aufeinanderfolge von Dreisatzen
bei direkter Proportionalitat.
Dieses Verfahren wird z. B. bei Preisberechnungen mit ~ Wie viel Euro kosten 50 m Stoff aus den USA,
auslandischen Wéhrungen und MaBen angewendet. ~ wenn dieser dort zu 8,90 $ das Yard gehandelt
wird?
(11 m=12yds,
Kurs: 1€ A 1,0253 %)

m Entwickeln der Kette:

— Die Kette beginnt mit der Frage nach der ge- X€ A50m
suchten GrofBe.

— Der linke Term jeder folgenden Gleichung hat 1lm A 12yds
die gleiche Einheit wie der rechte Term der vor- lyd 2£8,90%
hergehenden Gleichung.

— Die Kette ist geschlossen, wenn erste und letzte 1,0235$ A 1€

Einheit ibereinstimmen.

_50-12-8,90

= €=473,48 €
11-1,0253

m Ausrechnen der Kette:
— Produkt der Zahlen der rechten Terme in den
Zahler eines Bruches, Produkt der Zahlen der
linken Terme in dessen Nenner schreiben und

Bruch berechnen.

6.5 Mischungsrechnen

Mischungskreuz-Regel

m Berechnen des Mischungsverhaltnisses von zwei Sorten bei vorgegebenen Preisen
m Mischungskreuz-Regel: Die zu mischenden Sorten sind im umgekehrten Verhaltnis ihrer Preisdifferenzen
zur Mischungssorte zu mischen.

In welchem Verhiltnis miissen zwei Sorten (z. B. Tee; Sorte 1 kostet P; €/kg,
Sorte 2 kostet P, €/kg) gemischt werden, damit die Mischsorte Pg; €/kg kostet?

P:  Preis Unterschied zu P berechnen Anteil

M: Menge, Anteil und eventuell kiirzen Es gilt also:
Sorte 1: P, (€/kg) |Pg— Pyl M, Pe-P)| M,
Mischung: Pg (€/kg) >< e
Sorte 2: P, (€/kg) |Pg— Pyl M,

Probe: MI'P1+M2'P2:(M1+M2)'PG
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7  Prozent- und Zinsrechnung

7.1 Prozentrechnung

Grundbegriffe E
= Grundwert: G =
Prozentwert: W E:)
Prozentzahl: p L
. ('
m Prozentsatz: p % p %= 00 m
m Promillesatz: p %o p %o = P Umrechnung: 1 % = 10 %o =
1000 v
(%]
Grundgleichung der Prozentrechnung |:
4
G:100=W:poder%):‘%v <
(a'<
a.

Daraus folgt: W= PG p W0 o W0

100 G P

BESONDERS NUTZLICH

~Bequeme” Prozentsatze

Mit diesen Prozentsatzen lasst sich besonders leicht rechnen, weil sie als einfache Briiche darstellbar
sind. Daher eignen sie sich auch fiir Berechnungen im Kopf.

Prozentsatz 1% 2% 23% 33% 4% 5% 61% 65% 10% 123%

Anteil am N 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Grundwert 100 50 40 30 25 20 16 5 0

=
=

Prozentsatz 20% 25% 30% 33% % 40% 50% 60% 66% % 75% 80%

Anteil am
Grundwert

5 ! 2 1 2 3
3 5 3 4

ulw
Uil s

Uil =
Bi=
=
o

Prozentsatz 9% 100% 125% 150% 200% 300% 400% 500% 600% 700 %

Anteil am 9

5 3
Grundwert 10 4 2 2 3 4 > 6 !
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7.2 Zinsrechnung

Grundbegriffe
K Kapital # Zinszahl (# = =L of%c t)
100
q A _100+p P
Z Zinsen q Zinsfaktor (q = T =1+ W))
R Rate, Rente D Zinsdivisor (D = ? )
p % Zinssatz des Kapitals t Anzahl der Tage
p.a. per annum (pro Jahr) m Anzahl der Monate
S Schuld, Darlehen n Anzahl der Jahre
Zinsen in verschiedenen Zeitraumen
. _ K-p _ K-p-n
Jahreszinsen =5 2y = 5
Monatszinsen = GRERIL
100 - 12
Tageszinsen (Diskont) Zi= Kpt _#
100-360 D
Rendite p= Z£:100
. . K
(effektive Jahresverzinsung)
n lg K,—lg K,
Zinseszinsen (Endwert K, des An- K, =Kg-q"=Kj- ( 100 + p) p= 9%
. 100 lg g

fangskapitals Ki nach n Jahren)
1 Jahr = 360 Tage; 1 Monat = 30 Tage (im deutschen Bankwesen)
BESONDERS NUTZLICH
~Bequeme” Zinsdivisoren (Zinsteiler)

Diese Zinsteiler sind sinnvoll zur Berechnung von Tageszinsen und des Diskonts.

Zinssatz 05% 1% 2% 2% % 2§ % 3% 31% 3% % 4%

Zinsdivisor 720 360 180 144 135 120 108 96 90

Zinssatz 4% % 5% 6% 6% % 7% % 8% 9% 10 % 12 %

Zinsdivisor 80 72 60 54 48 45 40 36 30
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1 Aquivalenzumformungen von
Gleichungen und Ungleichungen

BLICKPUNKT

Variable

Eine Variable ist ein Zeichen fiir ein Objekt aus einer Menge gleichartiger Objekte. Diese Menge heil3t der
Grundbereich G oder der Variablengrundbereich.

Variablen werden meist durch Buchstaben (a, b, X, y;, t, g, A, M) dargestellt.

ne N  DieVariable n ist ein Zeichen fiir eine beliebige Zahl aus dem Grundbereich N (Menge der natiir-
lichen Zahlen).

Term
Ein Term ist eine sinnvolle mathematische Zeichenreihe ohne Relationszeichen.
Terme, die den gleichen Wert haben, heiBen gleichwertig. Dies ist abhangig vom jeweiligen Grundbereich.

Terme: 6a + Z a x2—y? cos y

keine Terme: 4>2 3-x=21 4a—-a#23
2

gleichwertige Terme: 24:6und2 -2 x—2und )%1 fir G = N, aber nicht fir G = Z
X+

Gleichung

Verbindet man zwei Terme mit einem Gleichheitszeichen, entsteht eine Gleichung.

8x+72=3x+2 6x>-12=42

Ungleichung

Eine Ungleichung entsteht, wenn zwei Terme durch eines der Zeichen <; >; <; > oder = verbunden werden.

3x+4 <18 8x>18—x

Grundbereich

Alle Zahlen oder GroBen, die anstelle der Variablen eingesetzt werden kénnen, bilden den Grundbereich.

Je nach Aufgabenstellung gilt z.B. G=N; G = Z oder G = Q.

Lésungsmenge
Alle Elemente des Grundbereiches, die beim Einsetzen in die Gleichung oder Ungleichung eine wahre Aussage
ergeben, bilden die Ldsungsmenge.

x+1=13 G=N L= {4}

Bruchgleichung

Eine Gleichung wird genau dann zur Bruchgleichung, wenn sie mindestens einen Bruchterm enthalt, d.h.,
wenn die Variable mindestens einmal im Nenner eines Bruches erscheint.

Zum Grundbereich gehoren alle Zahlen oder GréBen, bei deren Einsetzen der Wert des Nenners des Bruchterms
ungleich Null ist.

4
s =4 G=Q\5} L={4
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Aquivalenz und Aquivalenzumformungen

Zwei Gleichungen (Ungleichungen) nennt man beziiglich eines Zahlenbereiches zueinander aquivalent, wenn sie
in diesem Zahlenbereich die gleiche Lésungsmenge besitzen. Es seien T; und T, Terme, die auf der linken bzw.
rechten Seite einer Gleichung (Ungleichung) stehen. Dann gilt bei der

Ll

Addition oder Subtraktion gleicher Terme T auf beiden Seiten der Gleichung (Ungleichung): QI:
T1=T2 T1iT=TziT LLl
T, <T T) £ T<T, =T Das Relationszeichen bleibt gleich. ;',
4x-1=38 [ +1 3-x < -2 |-3 ot
4x=9 X < -5 =
=

Multiplikation oder Division beider Seiten der Gleichung (Ungleichung) mit einem Term T > 0: 5
T=T, T-T=T,- T w
T1 S= T2 T -

T1<T2 T1‘T<T2‘T u

T):T<T,: T Das Relationszeichen bleibt gleich.

x =8 |-2 4x < 16 [:4
=16 X < 4

Multiplikation oder Division beider Seiten der Gleichung (Ungleichung) mit einem Term T < 0:

n=T, T-T=T,-T
T1 S= T2 T
T, <T T+ T>T,- T Das Relationszeichen , <" muss durch

T,:T>T,: T ,>" ersetzt werden.

-2x =4 |:(=2) -Xx < -5 |:(=1)
X =-2 X >5

BESONDERS NUTZLICH

Formeln

Fiir das Umstellen von Variablen in Formeln gelten die gleichen Regeln wie beim Umformen
von Gleichungen. Mit Variablen wird wie mit Zahlen und GroBen gerechnet.

a+c
A=— -h  nach c umstellen:

A=22h |-2
2A=(@a+d-h |:h
2A
—=a+c |—a
h

2A
c=—-a
h
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2 Lineare Gleichungen und
Gleichungssysteme

2.1 Lineare Gleichungen mit einer Variablen

Losen linearer Gleichungen

m Losen der Gleichung

m Normalform:

m Losung x, Losungsmenge L

Gleichungen kann man 16sen, indem man z. B. durch Anwenden
der Umformungsregeln diese Gleichungen vereinfacht.

ax+b=

X=—=
a

0 abe R

L=-2) a%0

2.2 Lineare Gleichungssysteme aus zwei
Gleichungen mit zwei Variablen

Gleichungssysteme

m Normalform:

m Losungsformeln:

(I) a1x+b1y=cl al,bl,cl,ag,bz,czefR
(ID  ax+byy=c, a, by, c1, ay, by, ¢, konstant
e by — ¢, by _ G046
Sababh  YTanap (P ah0)

Rechnerische Losungsverfahren

Einsetzungsverfahren:

@
an
(I11)
av)

eine Gleichung nach x auflésen

den Term fiir x in die andere Gleichung einsetzen
Losung fiir yin der Gleichung aus (II) ermitteln
yin die Gleichung aus (I) einsetzen und x ermitteln

Gleichsetzungsverfahren:

@, D

(I1D)

av)

beide Gleichungen nach einer Variablen auflosen (z. B.
nach x)

den Term fiir x aus (I) und aus (II) gleichsetzen und y
ermitteln

yin eine Ausgangsgleichung einsetzen und x ermitteln

Additionsverfahren:

@

D
(I11)

beide Gleichungen addieren bzw. subtrahieren, um eine
Gleichung mit nur einer Variablen (z.B. y) zu erhalten
diese Gleichung nach y auflosen

yin eine Ausgangsgleichung einsetzen und x ermitteln
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Grafisches Losungsverfahren

Gleichungssysteme kann man grafisch Idsen, indem man die Graphen der zu den beiden linearen Gleichungen
gehdrigen linearen Funktionen in einem Koordinatensystem zeichnet.

1. Fall 2. Fall 3. Fall w
Geraden schneiden einander Geraden sind zueinander Geraden fallen zusammen. o
im Punkt S (xg; ys). parallel. L={(x; y)} mit x eR und -
L={(xg; ¥} L=0 y=mx+n LLl
genau eine Losung keine Losung unendlich viele Losungen w
o

y y y =

=

=

O

Ll

—

o

2.3 Lineare Gleichungssysteme aus drei
Gleichungen mit drei Variablen

Gleichungssysteme

m Normalform: D ax+byy+cz=dy a, by, ¢, dy, ay, by, ¢, do,ag, by, c3,dy €R
(H) arX + b2y+ CZ= dz ap, bl » €1y dlv ay, bz, Cy, dz, as, b3, C3, d3 konstant
(I)  agx+bsgy+cgz=ds

Rechnerisches Losungsverfahren

I X-y-z=1
11 dy-8z=-4
11 z=1
Jetzt werden die Werte fiir y und z in | eingesetzt, um

Da z = 1 ist, kann man diesen Wert in Il einsetzen X zu ermitteln.
und y bestimmen.
I dy-8-1=-4 | +8 I x-1-1=1 | +2

dy=4 | :4 3x=3 [:3

y= 1 x=1

Die Losungsmenge ist L = {(1; 1; 1)}
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3 Quadratische Gleichungen

Quadratische Gleichungen und Losungsformel

Allgemeine Form der quadratischen Gleichungen

axZ+bx+c=0 a, b, ce R;a, b, c konstant; a #0
Normalform
X24+px+q=0 ng;ng p.ge R
p 5 2
m Losung Xy ==+ (g) g D=pZ —q=(§)2—q (Diskriminante)

m Anzahl der Losungen

D>0 D=0 D<0
x1=—§+ﬁ) x1=x2=—§ D fiir D < 0 n. def.
=2 -5
zwei Lésungen eine Losung keine Losung
L={—§+ﬁ);—§—ﬁ)} L={—§} L={}
m Satz von Vieta X1+Xo=—p Xy Xp=(q
Anwendungen
— Berechnen der zweiten Ldsung, wenn eine Losung bekannt ist

X2 -12x+32=0 X =4 XX =q 4-xy=32 X;=8

— Durchfiihren der Probe
X2 -12x+32=0; x,=4; x,=8 X1 X =q 4-8=32
X1 +Xp=—p 4 +8=—(-12)

— Berechnen von p und q

X +px+q=0; X1=4; =8 X X3=q 4-8=32 q=32
X1 +Xp=—p 4+8=12 p=-12
m Sonderfille p=0;g=0 x*=0 L ={0}
p#0;q=0 x2+px=0 L={0;-p}
x(x+p)=0
p=0;9#0 x2+q=0 wenn q > 0: keine Losung in R

wenn q < 0:L={-./[q]; Iq|}
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— perspektivische Dar-
stellung von 118
Korper mit ebenen
Begrenzungsflichen 52
Korper mit gekriimmten
Begrenzungsfldchen 55
Korperdiagonale 52
Korperhdhe 52
Korperkante 118
Korpernetz 57
Kosinusfunktion 76,77
— Ableitung 84
— Periodizitdt der 76
Kosinussatz 78
Kosinus-Sinus-Tafel 108, 109
Kraft 114
Kreis 50, 51

— Linienam 50

— Winkel am 51
Kreisausschnitt 51
Kreisbogen 51
Kreisdiagramm 100
Kreiskegel

— gerader 55
Kreisring 51
Kreiszahl 50
Kreiszylinder

— gerader 55
Kubikwurzel 26, 102
Kubikzahl 102
Kugel 56
Kugelausschnitt 56
Kugelsektor 56
Kurvendiskussion 86
Kiirzen 22

L
Ladung
— elektrische 114
— Elektron 112
Lange 114
Langenausdehnungs-
koeffizient 114
LingenmaQe 13, 14
Laplace-Formel 94
Lautstdrke 114
Lautstarkepegel 114
Leistung 114
Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum 112
Linearfaktorzerlegung 39
Linearkombination von
Vektoren 63
Linie 42
Linienarten 117
Liniengruppe 117
Logarithmengesetze 27
Logarithmieren 20, 27
Logarithmus
— dekadisches 27
— nattirlicher 27
Logarithmusfunktionen 79
— Beispiele fiir Werte
von 79
Losungsmenge 34
Losungsverfahren
— grafisches 37
— rechnerische 36, 37

M
Mantelflicheninhalt 52
MafRe

— nichtdezimale 14, 15

Masse 115
Massemale 13,15
Mafhilfslinie 118
Mafllinie 118
Mallinienbegrenzung 118
Malstibe, standardisierte
117
Malizahl 13, 118
Maximum 85
MByte 120
Median 97
Menge 16
— Elemente der 16
Menge geordneter Paare 67
Mengenbegriff 16
Mengenbeziehungen 16, 17
Mengengleichheit 16
Mengenlehre 16,17
Mengenverkniipfungen 16
Minimum 85
Minusklammerregel 25
Mischungskreuz-Regel 30
Mischungsrechnen 30
Mittel
— arithmetisches 28, 97
— geometrisches 28
— harmonisches 28
Mittelpunktswinkel 51
Mittelsenkrechte 42, 47
Mittelwert 97
— Zusammenhinge
zwischen 28
Monatszinsen 32
Monotonie 67, 82, 84
Multiplikation 20
— eines Vektors mit einer
Zahl 63
— positiver und negativer
Zahlen 23
— von Briichen 22
Multiplikationssatz fiir
Wahrscheinlichkeiten 96

N
n-te Wurzel 26
Nédherungswerte 7ff.
— Addition 8
— Division 8
— Multiplikation 8
— Subtraktion 8
Naturkonstante 112
Nebenwinkel 45
n-Eck
— Innenwinkel eines 46
— regelmailliges 50
— Winkel am 46
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Nenner 22 Potenzrechnung mit dem Quadrieren 20
Netz eines Koérpers 57 Taschenrechner 10 Quersumme 21
Neugrad 74 Potenzregel 84 quotientengleich 28
Neutron, Ruhemasse 112 Primfaktorzerlegung 20, 104
nichtrationale Funktionen 73 Primzahl 104 R
normaler Luftdruck 112 Prisma 52,53 Radiant 74, 103
Normalparabel 70 — mit trapezformiger Radikand 26
Normdruck 112 Grundfldche 53 Radius 50
Normtemperatur 112 - regelmilliges Radizieren 20
Nullstelle von Funktionen 66 dreiseitiges 53 Rate 32
— Erraten 40 produktgleich 28 Rauminhalt 52
- von ganzrationalen Projektion Raummale 13,15
Funktionen 81 — dimetrische 118 Raute 48,49
Nullvektor 60 — frontal-dimetrische 118 Rechengesetze 24
Nullwinkel 45 — isometrische 118 Rechenoperationen 20
Numerus 27 Projektionsarten 57 Rechteck 48, 49
Projektionsstrahlen 57 Rechtsachse 68
o Promillesatz 31 Reibungskraft 114
Oberflacheninhalt 52 Proportionalitdt Reibungszahl 115
Ordinate 68 — direkte 28,29 Rendite 32
Ordinatenabschnitt 69 — indirekte Rente 32
Ordinatenachse 68 (umgekehrte) 28,29 Reprasentant 62
Ordnungslinie 58 Proportionalitdtsfaktor 28 Rhombus 48, 49
Original 57 Proton 112 Richtungsvektor 64
Ortsfaktor 112, 114 Prozentkreis 100 Ringbreite 51
Ortsvektor 62 Prozentrechnung 31 Rissachse 58
- Grundgleichung der 31 Romische Zahlzeichen 6
P Prozentsatz 31 Ruhemasse 112
T 50 Prozentstreifen 100 Runden 7
Parabel 70,71, 72,81 Prozentwert 31 Rundungsregeln 7
— Formder 70 Prozentzahl 31
— Offnung der 70 Punkte 42 S
Parallelenabschnitte 43 — Abstand von 61 Sattelpunkt 85
Parallelogramm 49 — Lagevon 61,68 Satz
Parallelprojektion 57, 58 — Punktrechnung, vor — binomischer 89
Passante 50 Strichrechnung 10, 25 — des PYTHAGORAS 48
per annum 32 Punktrichtungsgleichung 64 — des THALES 51
Periode 76, 82 Pyramide Sdulendiagramm 99
Periodendauer 115 - gerade quadratische 53 Schaubild 68
Periodizitit 76, 82 — Tetraeder 54 Scheitelpunkt 70
Peripheriewinkel 51 Pyramidenstumpf Scheitelpunktform 71
Permutation 88, 90 — quadratischer 54 Scheitelwinkel 45
Pfadregeln 96 — regelmilliger Schnittmenge 17
Pfeildarstellung 67 dreiseitiger 54 Schragbild 59
Planimetrie 42ff. Pythagoras, Satz des 48 Schuld 32
Plusklammerregel 25 Schwerpunkt 47
Polynomdivision 39 Q Schwingungsdauer 115
Positionssystem Quader 52 Sechseck
— dekadisches 20 Quadrat 26, 48, 49 - regelmiliges 50
Potenzen 26 quadratische Gleichungen 38 Sehne 50
Potenzfunktionen 72,73 - allgemeine Form 38 Sehnentangentenwinkel 51
- Typenvon 72,73 — Normalform 38 Seitenhalbierende 47
Potenzfunktionen n-ten — Satzvon Vieta 38 Sekante 50
Grades 72 — Sonderfille 38 Senkrechte 42
Potenzgesetze 26 Quadratwurzel 26, 102 SI-Einheiten 112

Potenzieren 20, 26 Quadratzahl 102 Simulation 93
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Sinusfunktion 76,77

— Ableitung 84

— Periodizitdt der 76
Sinus-Kosinus-Tafel 108, 109
Sinussatz 78
Spannung, elektrische 115
Spannweite 98
spezifische Ladung 112
Stabdiagramm 99
Stamm-Blatter-Diagramm 98
Standardabweichung 98
Stdngel-Blatt-Diagramm 98
Statistik

— beschreibende 97ff.

— Darstellungsarten in

der 98ff.

— Lagemale in der 97,98

— Streumale in der 97, 98
Steigung 69
Steigungsfaktor 69
Stereometrie 42ff., 52
Stichprobe

— Umfangder 97
Stichprobenraum 93
Strahlenabschnitte 43
Strahlensitze 43
Streckung

— zentrische 43
Streifendiagramm 100
Streubreite 98
Streumale 98
Strichliste 98
Stromstérke, elektrische 115
Stufenwinkel 45
Stiitzvektor 64
Substitution 40
Subtraktion 20

— gleicher Terme 35

— positiver und negativer

Zahlen 23

— von Briichen 22

— von Vektoren 63
Summen

— Multiplikation von 25
Summenregel 84,95
Symbole (rom. Zahlen) 6
Symmetrie 82

T
Tageszinsen 32
Tangensfunktion 77
Tangente 50, 83
Taschenrechner 9

— Abschluss 9

— Briiche 10

— Logarithmieren 10

— Loschen 9
— Prozenttaste 10
— Quadrieren 10
— Speichern 9
Winkelfunktionen 11

— Wurzelziehen 10

— Zahleneingabe 9
Teilbarkeitsbeziehungen 21
Teilbarkeitseigenschaften 21
Teilbarkeitsregeln 21
Teiler 20

— gemeinsamer 20

— grolter gemeinsamer 20
teilerfremd 21
Teilmenge 16
Teilmenge, echte 16
Temperatur 115
Term 34

- gleichwertige 34
Termumformungen 24
Tetraeder 54
Tiefpunkt 85

Thales

— Satzdes 51
Tiefstrecke 59
Trapez 49

Trapezsdule 53

U
Umfangswinkel 51
Umformungsregeln 35
umgekehrte
Proportionalitdt 28,29
Umkehrbarkeit 82
Umbkehrfunktion 73, 74, 79, 82
Umbkreismittelpunkt 47
Umrechnungen zwischen
Einheiten 116
Ungleichung 34
Ungleichungen
— Aquivalenzvon 35

\'
Variable 34
Variablengrundbereich 34
Varianz 98
Variation

— mit Wiederholung 90

— ohne Wiederholung 90
Variationsbreite 98
Vektoren 61ff.
Verbindungsgesetze 24
Vereinigungsmenge 17
VergroBerung 117

- malBstdbliche 43
Verhiltnisgleichung 28

Verkleinerung 117

— malstdbliche 43
Verkiirzungsverhéltnis 59
Vertauschungsgesetz 24
Verteilungsgesetz 24
Verzerrungsverhéltnis 59
Verzerrungswinkel 59
Vielecke

— regelmillige 50
Vielfaches 20

— gemeinsames 20

— kleinstes

gemeinsames 20

Viereck 48

— Innenwinkel eines 46

— Winkel am 46
Vierecksarten 49
Vollwinkel 45
Volumen 52, 115
Vorgang

— zufdlliger 93
Vorrangautomatik 10
Vorrangregeln 25

W
Wachstum 80

— exponentielles 80

— lineares 80

— negatives 80
Wachstumsfaktor 80
wahre Linge 60
Wahrscheinlichkeit 94, 95

— bedingte 96

— Eigenschaften 94,95

— klassische 94
Wahrscheinlichkeitsrechnung

92ff.

— Grundbegriffe der 93

Wahrscheinlichkeitsverteilung
94

Wirme 115
Wechselwinkel 45
Weg 115
Wellenldnge 115
Wert

— reziproker 22
Wertebereich 66
Wertetabelle 67
Widerstand

— elektrischer 115

— spezifischer

elektrischer 115

Winkel 45

— gestreckter 45

— rechter 45

— spitzer 45
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— stumpfer 45
— uberstumpfer 45
Winkel an ebenen Figuren 46
Winkel an geschnittenen
Geraden 45
Winkelarten 45, 51
Winkelfunktionen 74ff.
- Anwendungen von 78
- Definition von 75
- Eigenschaften von 75ff.
— Vorzeichen der Werte
von 78
— Werte fiir spezielle
Argumente 77
— Zusammenhénge
zwischen 75
Winkelhalbierende 42, 47
Winkelmalle 74
Wirkungsgrad 115
Word 120
Wortvorschrift 67
Wiirfel 52
Wurzel 26
Wurzelexponent 26
Wurzelfunktionen 73, 74
Wurzelgesetze 26
Wurzelziehen 20

X

x-Achse 61, 68
x-Wert 68
xy-Ebene 61
xz-Ebene 61

Y

y-Achse 61,68
y-Wert 68
yz-Ebene 61

z
z-Achse 61
Zahl

— Betrageiner 23

— entgegengesetzte 23
Zahlen

- ganze 17

— gebrochene 17

— irrationale 17

— nattirliche 17

— rationale 17

— reelle 17
Zahlendreieck

— pascalsches 89
Zahlengerade 68
Zahlenmenge 17
Zahlenpaar 67
Zahler 22
ZahlmaRe 16
Zahlzeichen

— rémische 6
Zehnerlogarithmus 27
Zehnerpotenz 8

— abgetrennte 8
Zeit 115
Zentralprojektion 57
Zentralwert 97
Zentriwinkel 51

Zerfallsprozess 80
Ziehen

— mit einem Griff 91

— mit Zuriicklegen 91

— ohne Zuriicklegen 91
Ziffern

— zuverldssige 7
Zinsdivisoren 32

- ,Bequeme*“ 32
Zinsen 32
Zinseszinsen 32
Zinsfaktor 32
Zinsrechnung 32
Zinsteiler 32
Zinszahl 32
Zufallsexperiment 93

— mehrstufiges 96
Zufallsversuch 93
Zufallszahlen 110
Zuordnung

- eindeutige 66

— proportionale 66

— umgekehrt

proportionale 66

Zuordnungen 66
Zuordnungsvorschrift 66
Zusammengesetzte Korper 56
Zusammenhang

— proportionaler 69
Zweiersystem 119
Zweitafelprojektion

— senkrechte 58
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