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Vorwort

Mit der ersten Auflage des vorliegenden Buches war im Jahre 1953 die Reihe
,,Hochschulbiicher fiir Mathematik* begonnen worden. Die Tatsache, dafl in den
vergangenen achtzehn Jahren neun Auflagen dieses Bandes erschienen und eine
gute Resonanz fanden und dafB auch die iibrigen Teile des mehrbéindigen ,,Lehr-
gangs der hoéheren Mathematik* bisher immer wieder nachgedruckt werden
konnten, zeigt, daB dieses Werk ein echtes Bediirfnis befriedigt.

Wie im Vorwort zur ersten Auflage der deutschen Ausgabe betont, bietet das
im Jahre 1947 mit dem Staatspreis der Sowjetunion ausgezeichnete Gesamtwerk
den Stoff, der z.B. an der Universitit Leningrad — hinsichtlich der ersten beiden
Teile vollstindig, bei den iibrigen in ihren Kernstiicken — der mathematischen
Ausbildung nicht nur in der theoretischen Physik, sondern gerade der Experi-
mentalphysik zugrunde liegt. Ferner heifit es dort: ,Eine solche Betonung der
mathematischen Hilfsmittel und die Dauer der zu ihrer Aneignung vorgesehenen
Zeit muB ... Physiker und Mathematiker nachdenklich stimmen: den Physiker
durch die Fiille des dargebotenen Stoffes, den Mathematiker durch seine Auswahl
und die Methode der Darstellung, die auf duBerste Allgemeinheit und Subtilitédt
der Resultate ... verzichtet, um dafiir um so plastischer das Typische der Sitze,
vor allem aber die Lebendigkeit der Mathematik hervortreten zu lassen. So ent-
steht schon fiir den Studenten der ersten Semester ein so farbiges Bild der Analysis,
wie es dhnlich kaum ein Werk der mathematischen Weltliteratur vermittelt.*

Inzwischen braucht die Notwendigkeit einer auf die Dauer breiten mathema-
tischen Grundausbildung der Studenten der Physik und Chemie nicht mehr be-
sonders betont zu werden.

Gleichwohl sind 'in der Mathematik selbst wie in den sie als Ausdrucks- und
Hilfsmittel verwendenden Wissenschaften innere Entwicklungen und &duBere
Organisationsformen sichtbar geworden, die den Rahmen des sechsbéndigen
sowjetischen ,,Lehrgangs der hoéheren Mathematik* sprengen und die vor einem
Vierteljahrhundert fast ausschlieBlich zwischen Mathematik und Physik gestiftete
Verbindung nicht mehr ganz zeitgemiB erscheinen lassen konnten. Der Zwang,
die normale Ausbildungszeit der Studenteri herabzusetzen, verbietet in jeder
Wissenschaft die durchgéingige Benutzung breit angelegter Werke; an ihre Stelle
tritt das fiir eine erste Orientierung besser geeignete ,,Taschenbuch®. Die im Nor-
‘malfall verkiirzte Studienzeit zwingt in allen Wissenschaften, wenn das potentielle
Niveau gewahrt bleiben soll, zu einem erhohten Abstraktionsgrad von den Grund-
vorlesungen an. Hinzu komm ferner, daB neben dem , klassischen‘ historischen
Partner der Mathematik, eben der Physik, auch wenn gerade sie heute noch wie
eh und je die eindrucksvollsten Vorstellungen von der Macht der mdglichen An-
wendungen der Mathematik vermittelt, anspruchsvolle Konkurrenten aufgetaucht
sind. Sie geben einmal der mathematischen Entwicklung unmittelbar frische
Impulse, die auch dem Gesicht der ,reinen Mathematik neue Ziige einprégen,
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rithren aber andererseits in der innermathematisch schon bereitliegenden Vor-
stellungswelt Bezirke an und beanspruchen sie, die dem auch die modernen Mog-
lichkeiten aufgeschlossen nutzenden Physiker fast immer abseitig erscheinen.
Man denke nur an die Zusammenhinge zwischen der Grundlagenforschung und
der allgemeinen Algebra mit der Automatentheorie und der Kybernetik, an die
mithsame mathematische Modellierung verwickelter, zunichst oft nur grob
statistisch faBbarer Erscheinungen aus der Produktion und der Okonomie, der
Biologie und der Medizin, die wahrscheinlichkeitstheoretische Aussagen ermdg-
lichen oder die Anwendung der selbst noch in der Entwicklung befindlichen
mathematischen Operationsforschung ermoglichen soll. DaB ein diese teilweise
erst nur zu ahnende Macht mathematischen Denkens widerspiegelnder Kanon,
ein , Lehrgang der héheren Mathematik® des letzten Drittels des zwanzigsten
Jahrhunderts heute und wahrscheinlich noch fiir lange Zeit nicht verfaft werden
kann, leuchtet ein. Um so mehr aber wird der Blick zuriickgelenkt auf jene
beispielhafte Verbindung, in der die mathematische Durchdringung einer echten
Naturwissenschaft, der Physik, seit ‘mehr als drei Jahrhunderten im ganzen gut
und sogar beispielhaft gegliickt ist, wie skeptisch oder gar bitter auch gelegentlich
hiiben und dritben Stimmen erklungen sein mogen; als Vorbild der jiingsten Ver-
gangenheit sei der vor fiinfzehn Jahren verstorbene HrerMANN WEYL genannt.
Immer werden sich an diesen Methoden und ihren Erfolgen auch die neuen, sich
erst anbahnenden Entwicklungen orientieren, und auch der entschiedenste ,,Nur‘‘-
Mathematiker wird kein Vollmathematiker sein, wenn er nicht wenigstens einen
Hauch dieses Geistes einer echten Verwandtschaft verspiirt hat.

Dazu aber bleibt ihm der nun schon bald ein Vierteljahrhundert alte sechs-
bindige ,,Smirnow* ein zuginglicher sicherer Helfer. Ein Helfer ist er all denen,
die nach konkreter Vertiefung des zundchst notwendig in Abstraktionsschnelle
erlangten Wissens streben, all denen, die frither oder spater die Mathematik in
ihrer Querschnittseigenschaft und in ihrer besonderen Stellung innerhalb’ der
Menschheitskultur zu begreifen bemiiht sind. Geradezu unentbehrlich aber ist
er vor allem dem sich stindig vergréBernden Kreis derjenigen, die nach abge-
schlossener Ausbildung eines Tages aus dem Zwang der beruflichen oder geistigen
Weiterentwicklung allein und ohne Kontrolle sich einem Selbststudium unter-
ziehen.

Smirxows Werk war im deutschen Sprachgebiet eines der erfolgreichsten aus
dem Russischen ins Deutsche iibersetzten. In der mit ihm eréffneten, heute schon
nahezu 70 Binde umfassenden Hochschulbuchreihe sind ihm neben original
deutschsprachigen Werken zahlreiche andere Ubersetzungen aus der russischen
oder einer anderen Fremdsprache gefolgt. Sie alle haben mitgeholfen, die langsam
sichtbar werdenden Eigenleistungen der jiingeren Generation der Mathematiker
unseres Staates vorzubereiten. Die vor zwanzig Jahren noch aktuelle Problematik
der Ubersetzungen ist heute bewiiltigt und lingst vergessen.

Nicht vergessen werden kann hingegen die bei so vielen inneren und &duBeren
Schwierigkeiten beachtliche Leistung des VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften. Er hat sich nicht nur durch die Veroffentlichung der Hochschulbuch-
reihe, sondern auch durch andere diesbeziigliche Reihen und einige originelle
Einzelwerke um die Entwicklung der Mathematik in der Deutschen Demokra-
tischen Republik, im weiteren deutschen Sprachgebiet und auch dariiber hinaus
verdient gemacht. Einer dadurch erweckten Empfindung des Dankes mit den
besten Wiinschen fiir den Verlag, insbesondere sein Lektorat Mathematik und den
mathematisch-verlegerisch -rithrigen Cheflektor, Herrn Dr. h. c¢. Lupwie Borr,
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nach fast zwei Jahrzehnten ungetriibter Zusammenarbeit Ausdruck zu geben ist
mir anldfBlich des Erscheinens der zehnten Auflage des ,,.Smirnow I‘‘ ein Herzens-
bediirfnis.

Berlin, den 5. 4. 1971 H. GrRELL

Vorwort zur
einundzwanzigsten russischen Auflage

In der vorliegenden Auflage blieben der grundlegende Text und die gesamte
Anlage des Buches unverdndert. Es wurden jedoch an mehreren Stellen Ver-
inderungen in der Darlegung des Stoffes durchgefiihrt. Das betraf insbesondere
die Theorie der Grenzwerte und zusétzliche Ausfithrungen iiber das bestimmte
Integral.

W. SmrrNow
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I.  Funktionale Abhingigkeit und Theorie
der Grenzwerte

§1.  Verinderliche GréSen

1. Die GroBle und ihre MaBbestimmung. Die mathematische Untersuchung hat
eine fundamentale Bedeutung in den Naturwissenschaften und in der Technik.
Zum Unterschied von den iibrigen Wissenschaften, deren jede sich nur mit einem
begrenzten Gebiet unserer Umwelt befaBt, hat die Mathematik mit den allge-
meinsten Eigenschaften zu tun, die fiir alle der wissenschaftlichen Untersuchung
zuginglichen Erscheinungen charakteristisch sind.

Einer der Grundbegriffe ist der Begriff der Grifle und threr Mapfbestimmunyg.
Eine charakteristische Eigenschaft der GroBle besteht darin, daB sie gemessen,
d. h. in der einen oder anderen Weise mit einer bestimmten GroBe derselben Art,
die als Mapeinheit genommen wird, verglichen werden kann. Das Vergleichs-
verfahren selbst hingt von der Natur der zu untersuchenden Gré8e ab und wird
Messung genannt. Als Resultat dieser Messung ergibt sich eine reine Zahl, die das
Verhiltnis der betrachteten Gr6Be zu der als MaBeinheit gewdhlten GroBe aus-
driickt.

Jedes Naturgesetz liefert uns eine Wechselbeziehung zwischen GréBen oder
— richtiger gesagt — zwischen den Zahlen, die diese GroBen darstellen. Gegen-
stand der mathematischen Untersuchungen sind nun gerade die Zahlen und die
verschiedenen Beziehungen zwischen ihnen, unabhingig von dem konkreten
Charakter jener Grofe und der Gesetze, die uns zu diesen Zahlen und Beziehungen
gefiihrt haben.

Somit kann jeder Grifle eine sie messende reine Zahl gegeniibergestellt werden.
Doch hingt diese Zahl wesentlich von der bei der Messung gewihlten Einheit
oder dem Mafstab ab. Bei VergrofBerung dieser Einheit wird sich die Zahl, die die
gegebene GroBe miBlt, verkleinern; dagegen vergroBert sich diese Zahl bei Ver-
kleinerung der Einheit.

Die Auswahl des MaBstabs wird bedingt durch den Charakter der zu unter-
suchenden Gréfie und durch die Umstidnde, unter denen die Messung durch-
gefiihrt wird. Die GroBe des MaBstabes kann sich bei der Messung ein und der-
selben GroBe in den weitesten Grenzen &ndern — z.B. nahm man friiher zur
Messung der Liinge bei genauen optischen Untersuchungen als Lingeneinheit ein
zingstrb’m (ein zehnmillionstel Millimeter, 10-1 m); in der Astronomie jedoch ist
eine Lingeneinheit gebriuchlich, die Lichtjahr genannt wird; darunter versteht
man die vom Licht in einem Jahre durchlaufene Entfernung (wobei das Licht in
einer Sekunde etwa 300000 km durchlauft).

2. Die Zabl. Die Zahl, die man als Resultat einer Messung erhilt, kann ganz
sein (wenn die Einheit eine ganze Anzahl von Malen in der betrachteten Grofe
enthalten ist), gebrochen (wenn eine andere Einheit existiert, die eine ganze An-
zahl von Malen sowohl in der zu messenden GroBe als auchi in der zuvor gewéhlten
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Einheit enthalten ist — kiirzer gesagt, wenn die zu messende Gréfe und die MaB-
einheit kommensurabel sind), und schlieBlich kann sie ¢rrational sein (wenn ein
solches gemeinsames MaB nicht existiert, d. h. die gegebene GrioBe und die MaB-
einheit sich als inkommensurabel erweisen). '

So wird z.B. in der Elementargeometrie bewiesen, daBl die Diagonale eines
Quadrats und seine Seite inkommensurabel sind, d. h., die sich beim Ausmessen
der Diagonale des Quadrats durch die als Lingeneinheit genommene Seite er-
gebende Zahl )2 ist irrational. Alsirrational erweist sich auch die Zahl =, die die
Linge des Umfangs eines Kreises miBt, wenn dessen Durchmesser als Einheit
genommen wird.

Zur Erlauterung des Begriffs der irrationalen Zahl geht man zweckméiBiger-
weise auf die Dezimalbriiche zuriick. Jede rationale Zahl kann, wie aus der Arithme-
tik bekannt ist, entweder als endlicher oder als unendlicher Dezimalbruch darge-
stellt werden, wobei im letzten Fall der unendliche Bruch periodisch ist (rein
periodisch oder gemischt periodisch). So erhalten wir beispielsweise, wenn wir den
Zihler durch den Nenner dividieren,

3 =0,151515 ... = 0,15...,
2 — 02777 ... = 0,27 ...

18 7
Umgekehrt stellt jeder periodische Dezimalbruch, wie aus der Arithmetik bekannt
ist, eine rationale Zahl dar.

Bei der Messung einer in bezug auf die angenommene Einheit inkommensurablen
GrofBe konnen wir zuerst abzihlen, wie oft die ganze Einheit in’ der zu messenden
Grofe enthalten ist, dann, wie oft der zehnte Teil der Einheit in dem erhaltenen
Rest der GroBle enthalten ist, dann, wie oft der hundertste Teil der Einheit in dem
neuen Rest enthalten ist, usw. Auf diese Weise entsteht bei der Bestimmung einer
in bezug auf die Einkeit inkommensurablen GréBe ein gewisser unendlicher nicht-
periodischer Dezimalbruch. Jeder irrationalen Zahl entspricht ein solcher un-
endlicher Bruch und umgekehrt jedem unendlichen nichtperiodischen Dezimal-
bruch eine gewisse irrationale Zahl. L48t man in diesem unendlichen Dezimalbruch
nur einige der ersten Dezimalstellen stehen, so erhilt man einen etwas zu kleinen
Néaherungswert fiir die durch diesen Bruch dargestellte irrationale Zahl. So er-
halten wir z.B., wenn wir die Quadratwurzel nach der iiblichen Regel auf drei
Dezimalstellen genau bestimmen,

/2 =1,414....

Die Zahlen 1,414 und 1,415 sind Néherungswerte von 1/2, die sich hochstens
um ein Tausendstel von dem wahren Wert unterscheiden. Unter Benutzung von
Dezimalbriichen lassen sich die irrationalen Zahlen der Grdfle nach miteinander
und mit den rationalen Zahlen vergleichen.

Bei vielen Problemen hat man GroBen mit verschiedenen Vorzeichen zu be-
trachten, d. h. positive und negative GréBen (Temperatur iiber und unter 0°C,
positive und negative Geschwindigkeit einer geradlinigen Bewegung u. &.). Solche
GroBen werden durch positive bzw. negative Zahlen dargestellt. Sind ¢ und b
positive Zahlen und ist a > b, so wird —a << —b, und jede positive Zahl sowie
die Null ist gré8er als jede negative Zahl. Auf diese Weise lassen sich alle rationalen
und irrationalen Zahlen ihrer Griéfe nach in einer bestimmten Reihenfolge an-
ordnen. Die Gesamtheit dieser Zahlen bildet die Menge der reellen Zahlen.
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Wir erwidhnen noch einen mit der Darstellung der reellen Zahlen durch Dezimal-
briiche zusammenhingenden Umstand. An Stelle eines beliebigen endlichen Dezi-
malbruchs kénnen wir einen unendlichen Dezimalbruch mit der Neun als Periode
schreiben. So ist z.B. 3,16 = 3,1599 ... . SchlieBt man endliche Dezimalbriiche
aus, so ergibt sich eine eineindeutige Zuordnung zwischen den reellen Zahlen und
den unendlichen Dezimalbriichen, d. h., jeder von 0 verschiedenen reellen Zahl
entspricht ein bestimmter unendlicher Dezimalbruch, und jedem unendlichen
Dezimalbruch entspricht eine bestimmte reelle Zahl. Den negativen Zahlen ent-
sprechen unendliche Dezimalbriiche mit vorgesetztem Minuszeichen.

Im Bereich der reellen Zahlen sind die ersten vier Rechenarten ausfiihrbar
mit Ausnahme der Division durch 0. Die Wurzel mit ungeradem Wurzelexponenten
aus einer beliebigen rellen Zahl hat immer einen bestimmten Wert. Die Wurzel
mit geradem Exponenten aus einer positiven Zahl hat zwei Werte, die sich nur
durch das Vorzeichen unterscheiden. Die Wurzel mit geradem Exponenten aus
einer negativen reellen Zahl hat im Bereich der reellen Zahlen keine Losung. Die
strenge Theorie der reellen Zahlen und der Rechenoperationen mit ihnen bringen
wir spiter (in Kleindruck [40, 41]).

Die nichtnegative der beiden Zahlen o und —a heit Absolutwert oder Absolut-
betrag einer gegebenen GroBe a. Der Absolutwert der durch die Zahl o dargestellten
GréBe oder, anders ausgedriickt, der absolute Betrag der Zahl ¢ wird mit dem
Symbol |a| bezeichnet. Wir haben somit

la] = @, wenn a eine nichtnegative Zahl ist,
|a| = —a, wenn a eine negative Zahl ist.

So ist beispielsweise |5] = 5 und |—5| = 5 und allgemein |a| = |—al.

Es ist leicht zu beweisen, daB der Absolutwert einer Summe, |a -} b|, nur dann
gleich der Summe der Absolutbetrige der Summanden, also gleich |a| 4 |b]
ist, wenn diese Summanden gleiches Vorzeichen haben; andernfalls wird er kleiner,
so daB allgemein ’

la 4 b| = |al 4 1]
gilt.

So ist z.B. der Absolutwert der Summe der Zahlen 43 und —7 gleich 4, aber
die Summe der Absolutbetrige der Summanden gleich 10.
Ebenso leicht 148t sich zeigen, da

la + b] = la] — |b]
ist.

Der Absolutbetrag des Produkts beliebig vieler Faktoren ist gleich dem Pro-
dukt der Absolutbetrige dieser Faktoren, und der Absolutbetrag eines Quotienten
ist gleich dem Quotienten der Absolutbetrige von Dividend und Divisor, d. h.

la|

(]

a

labe| = |al 0] |¢] und 5

3. Konstante und verinderliche GroBen. Die in der Mathematik untersuchten
GroBen lassen sich in zwei Klassen einteilen: Konstanten und Verdinderliche.

Unter einer Konstante verstehen wir eine Gréfle, die bei einer Untersuchung ein
und denselben Wert unverandert beibehilt; Verinderliche oder Variable heifit
eine GroBe, die aus dem einen oder anderen Grunde bei der Untersuchung ver-
schiedene Werte annimmt.

2  Smirnow I
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Aus diesen Definitionen wird klar ersichtlich, daB sowohl der Begriff der kon-
stanten als auch der der verdnderlichen Gréfe in betrichtlichem MaBe relativ
ist und von den Umstéinden abhingt, unter denen der gegebene Vorgang unter-
sucht wird. Ein und dieselbe GréBe, die unter gewissen Bedingungen als Kon-
stante angesehen werden kann, kann unter anderen Bedingungen verdnderlich
sein, und umgekehrt.

So ist es z.B. bei der Bestimmung eines Korpergewichts wichtig zu wissen, ob
die Wagung an ein und demselben oder an verschiedenen Orten der Erdoberfliche
vorgenommen wird; wird die Messung am gleichen Ort durchgefiithrt, so bleibt
die Schwerebeschleunigung, von der das Gewicht abhiangt, konstant, und der Ge-
wichtsunterschied zwischen verschiedenen Korpern ist nur durch ihre Massen be-
dingt. Erfolgt die Messung aber an verschiedenen Orten der Erdoberfliche, so
kann die Schwerebeschleunigung nicht als konstant angesehen werden, da sie
von der Zentrifugalkraft der Erddrehung abhéingt. Deshalb wiegt ein und derselbe
Koérper am Aquator Wemger als am Pol, was sich auch nachweisen 148t, wenn
man die Wagung nicht mit einer Hebel-, sondern mit einer Federwaage ausfiihrt.

Ebenso kann man bei technischen Uberschlagsrechnungen die Lénge der in
einer Konstruktion verwendeten Stdbe als unveridnderlich annehmen. Bei ge-
naueren Rechnungen jedoch, wenn die Wirkung von Temperaturinderungen be-
riicksichtigt werden mu8, erweist sich die Stablinge als verdnderlich, was natiir-
lich alle Berechnungen erheblich kompliziert.

4. Das Intervall. Die Anderungsméglichkeiten einer verinderlichen Gréfe konnen
verschiedenartig sein. Eine verdnderliche GroBe kann entweder alle mdglichen
reellen Werte ohne jede Einschrinkung annehmen (z. B. kann die Zeit ¢, ge-
rechnet von einem bestimmten Anfangspunkt an, alle moglichen Werte an-
nehnien, sowohl positive als auch negative), oder ihre Werte sind durch gewisse
Ungleichungen. eingeschrinkt (z.B. die Temperatur ¢, die > —273 °C sein muB);
schlieBlich kann die verdnderliche Gr68e nur gewisse und nicht alle moglichen
Werte annehmen (nur ganzzahlige — wie beispielsweise die Einwohnerzahl einer
Stadt, die Anzahl der Molekiile in einem gegebenen Gasvolumen — oder aber nur
in bezug auf die gegebene Einheit kommensurable Werte u. &.).

Wir geben einige Anderungsmaéglichkeiten (Variabilitdtsbereiche) verdnderlicher
GréBen an, die in theoretischen Untersuchungen und in der Praxis am hiufigsten
auftreten.

Wenn die Verdnderliche z alle reellen Werte annehmen kann, die der Bedingung
a < x = b geniigen, wobei a¢ und b vorgegebene reelle Zahlen sind, sagt man,
x variiere 9m Intervall (a, b). Ein solches Intervall mit Einschluf der Endpunkte
wird ein abgeschlossenes Intervall (auch Segment) genannt. Kann x dagegen alle
Werte aus dem Intervall (a, b) mit Ausnahme seiner Endpunkte annehmen, d. h.
a << x <b, so sagt man, x variiere vm Inneren des Intervalls (a, b). Ein solches
Intervall mit AusschluB der Randpunkte heiBt offenes Intervall. AuBerdem kann
der Variabilitidtsbereich von z auch ein Intervall sein, das nach einer Seite ab-
geschlossen und nach der anderen offen ist: a < 2 <<b oder a << x < b (halb-
offenes Intervall, Halbsegment).

Wenn der Variabilitdtsbereich von « durch die Ungleichung ¢ < x bestimmt
wird, sagt man, x variiere im Intervall (a, co), das nach links abgeschlossen und
nach rechts offen ist. Entsprechend haben wir bei der Ungleichung x < b das
Intervall (—oo, b), das nach links offen und nach rechts abgeschlossen ist. Wenn x
beliebige reelle Werte annehmen kann, sagt man, z variiere in dem beiderseits
offenen Intervall (—oo, o).
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5. Der Funktionsbegriff. Meistens hat man es bei den Anwendungen nicht mit
einer einzigen Verdnderlichen zu tun, sondern mit mehreren zugleich.

Wir nehmen z.B. eine gewisse Menge Luft, etwa 1kg. Die verdnderlichen
GrofBlen, die ihren Zustand bestimmen, sind: der Druck p [Pa], unter dem sie
sich befindet; das Volumen » [m3], das sie einnimmt; ihre Temperatur ¢ [°C].
Nehmen wir einstweilen an, daf§ die Temperatur der Luft auf 0 °C gehalten wird;
die Zahl ¢ ist in diesem Fall eine Konstante, ndmlich gleich 0. Es bleiben nur die
Verinderlichen p und ». Andert man den Druck p, so wird sich auch das Volumen v
dndern, z.B. wird sich das Volumen verkleinern, wenn wir die Luft komprimieren.
Den Druck p kénnen wir dabei beliebig dndern (wenigstens in den fiir die Technik
erreichbaren Grenzen), und daher kénnen wir p eine unabhingige Verdinderliche
nennen. Bei jedem Wert des Druckes mufl das Gas offenbar ein ganz bestimmtes
Volumen einnehmen; also muB ein Gesetz bestehen, das erlaubt, zu jedem Wert p
den ihm entsprechenden Wert » zu finden. Dieses Gesetz ist wohlbekannt — es
ist das Boyle-Mariottesche Gesetz, welches aussagt, daB das von einem Gas bei
konstanter Temperatur eingenommene Volumen umgekehrt proportional dem
Druck ist.

Wendet man dieses Gesetz auf unser Kilogramm Luft an, so findet man die
Abhiéngigkeit zwischen » und p in Form der Gleichung

,_ 273-20.27
P

Die Verdnderliche » heiit im gegebenen Fall Funkiion der unabhingigen Ver-
anderlichen p.

Abstrahieren wir von dem speziellen Beispiel, so konnen wir sagen, daBl fiir die
unabhingige Verinderliche die Menge ihrer zulissigen Werte charakteristisch ist,
und wir kénnen fir sve willkiirlich einen beliebigen Wert aus der Menge threr zu-
lissigen Werte auswihlen. So kann z.B. als Wertmenge der unabhingigen Ver-
dnderlichen « irgendein Intervall (a, b) dienen oder das Innere dieses Intervalls,
d. h., die unabhingige Verinderliche  kann z.B. alle Werte annehmen, die der
Ungleichung o =< x < b oder der Ungleichung a << z << b geniigen. Es kann auch
vorkommen, daB x beliebige ganzzahlige Werte annehmen darf, usw. Im oben
angefithrten Beispiel spielte p die Rolle der unabhingigen Verinderlichen, und
das Volumen » war die Funktion von p. Wir definieren nun den Begriff der Funktion.

Definition. Die GroBe y heiBt Funktion der unabhingigen Verinderlichen z,
wenn jedem beliebigen Wert der GréBe x (aus der Menge ihrer zuldssigen Werte)
ein bestimmter Wert von y zugeordnet werden kann.

Ist etwa y eine im Intervall (a, b) definierte Funktion von z, so bedeutet dies,
daB jedem Wert = aus diesem Intervall ¢in bestimmter Wert y entspricht.

Die Frage, welche der beiden GréBen z oder y man als unabhingige Verdnder-
liche ansehen will, ist haufig nur eine Frage der ZweckmiBigkeit. In unserem
Beispiel konnten wir, indem wir das Volumen » willkiirlich d&ndern und jedesmal
den Druck p bestimmen, » als unabhiingige Verinderliche ansehen und den Druck
p als Funktion von v. Durch Auilésung der oben aufgeschriebenen Gleichung nach
p erhalten wir die Formel, welche die Funktion p durch die unabhingige Ver-
dnderliche ausdriickt:

_273.29,27
p=—""
2%
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Das iiber zwei Verinderliche Gesagte 148t sich ohne Schwierigkeit auch auf den
Fall einer beliebigen Anzahl von Veridnderlichen erweitern; auch hier kénnen wir
zunschen unabhingigen Verdnderlichen wnd abhdngigen oder Funkiionen wunter-
scheiden.

Wir kehren zu unserem Beispiel zuriick und nehmen an, die Temperatur sei
nicht dauernd 0 °C, sondern kénne sich dndern. Das Boyle-Mariottesche Gesetz
muB dann durch die kompliziertere Boyle-Mariotte-Gay-Lussacsche Beziehung!)

pv = 29,27(273 + 1)
ersetzt werden, aus der hervorgeht, daf8 sich bei der Untersuchung des Gaszustands
nur zwei der GroBen p, v und ¢ willkiirlich dndern lassen; die dritte ist vollstindig
bestimmt, wenn die Werte dieser beiden gegeben sind. Wir kénnen etwa p und ¢
als unabhingige Verdnderliche nehmen; dann wird v eine Funktion von ihnen:
v 29,27(273 + ¢t)
P

Oder aber wir konnen » und ¢ als unabhingige Verinderliche ansehen, und p
wird eine Funktion von ihnen.

Wir fiithren ein anderes Beispiel an. Der Flicheninhalt F' eines Dreiecks 1a8t
sich durch die Liangen der Seiten a, b, ¢ gemiB der Formel

F=s(s—a)(s—b)(s—c)
ausdriicken, wobei s der halbe Umfang des Dreiecks ist:
a+ bt+ec
= 3 .
Die Seiten a, b, ¢ kénnen willkiirlich verindert werden, solange jede Seite groBer
ist als die Differenz und kleiner als die Summe der beiden anderen. Auf diese
Weise sind die Verdnderlichen a, b, ¢ unabhingige Verinderliche, die durch Un-
gleichungen evngeschrinkt sind, und F ist eine Funktion von ihnen.

Wir kénnen auch willkiirlich zwei Seiten, etwa a, b, und den Flicheninhalt F
des Dreiecks vorgeben; benutzen wir die Formel

F = }absiny,
wobei y der Winkel zwischen den Seiten a und b ist, so li8t sich y berechnen.
Hierbei sind nun die GréBen a, b, F die unabhiingigen Verinderlichen, und y
wird eine Funktion. Dabei miissen die Veranderlichen a, b, F durch die Ungleichung
2F ’
i =<
Siny = -3 = 1
eingeschriankt werden.
Es sei bemerkt, da wir bei diesem Beispiel fiir y zwei Werte erhalten, je nach-
dem, ob wir fiir y den spitzen oder den stumpfen der beiden Winkel nehmen,
deren Sinus denselben Wert

sin y = 2
- ab
haben.
Wir stoBen damit auf den Begriff der mehrdeutigen Funktion, iiber den wir spiter

eingehender sprechen werden.

1) Im russischen Original Clapeyronsche Beziehung genannt (Anm. d. Ubers.).





