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Vorwort zur sechsten russischen Auflage

Die vorliegende sechste Auflage von Teil IV unterscheidet sich wesentlich von der
fiinften Auflage. Das hingt damit zusammen, daf dieser Teil erstmals nach dem
verdnderten Teil IT erscheint, in dem die Theorie des Lebesgueschen Integrals dar-
gestellt und die Klasse L, der im Lebesgueschen Sinne quadratisch integrierbaren
Funktionen eingefithrt wurde. Dies rief groBere Verdinderungen in der Darstellung
des ersten Kapitels hervor, das die Theorie der Integralgleichungen enthélt. AuBer-
dem wurde ein drittes Kapitel eingefiigt, in dem neue Ansatzpunkte fiir einige
Grundbegriffe der mathematischen Analysis aufgezeigt werden. Das zweite Kapitel,
das die Variationsrechnung beinhaltet, wurde etwas erweitert. Im dritten Kapitel
wird unter neuen Gesichtspunkten ein Minimalproblem fiir ein quadratisches Funk-
tional betrachtet.

In der letzten Auflage umfallte Teil IV mehr als 800 Seiten. In dieser Auflage
wurde es erforderlich, ihn in zwei Tellbande zu zerlegen; das vorliegende Buch ist
der erste Teilband.!),

SchlieBlich m&ehte ich noch meinen tiefempfundenen Dank gegenuber meinen Mit-
arbeitern an der Universitit M. S. BremaxN, O. A. LapysHENsKATA, M. 8. SoLoM-
JAR und N.N. Urarzewa fiir die groBle Hilfe bei der Erarbeitung dieses Buches
zum Ausdruck bringen.

W. 1. SMm~yxow

1) In der deutschen Ausgabe der Teile IV/1 und IV/2 beziehen sich ebenfalls alle
Riickverweise auf den verdnderten Teil IT, der in deutscher Ubersetzung erstmals im
Jahre 1972 (11. Auflage) erschien. Riickverweise auf Teil JII/2 beziehen sich gleich-
falls auf eine verinderte russische Ausgabe; diese Anderungen werden bei der 14. Auf-
lage der deutschen Ausgabe dieses Teils beriicksichtigt. (Anm. d. Red.)
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I.  Integralgleichungen

1. Beispiele fiir die Aufstellung von Integralgleichungen. Unter einer Infegral-
gleichung versteht man eine Gleichung, bei der die gesuchte Funktion auch unter
dem Integralzeichen auftritt. Es sei beispielsweise die Losung der Differential-
gleichung y’ = f(x, ¥) mit der Anfangsbedingung y(x¢)=1vyo gesucht. Wie wir bereits
frither [II, 1] gesehen haben, kann diese Aufgabe auf die Auflésung der Integral-
gleichung

y(») =xfxf(t, y(£)) dt +yo

zurtickgefiihrt werden. Entsprechend 148t sich das Anfangswertproblem y” = f(x, y),
y(@0) =yo, ¥’ (%) =yo auf die Integralgleichung

Z t
y(@) =z{ dtxf 1z, y(2)] dz +yo + yo (x —xo)

zuriickfithren. Formt man dasiterierte Integralnach [II,17]in ein einfaches Integral
um, so erhilt die Integralgleichung die Gestalt

z
y@)=J (@—2) flz, y()] dz-+yo +y0 (v —20) -
Die a-llgemei‘ne Lésung von y” =f(z, y) ergibt sich aus der Integralgleichung
&z .
y@) =1 (@=2) fle, y(2)] dz+ 1+ oz, (1)

in der ¢; und ¢ willkiirliche Konstarite sind und die untere Integrationsgrenze gleich
0 gesetzt worden ist. Wir betrachten nun fiir unsere Differentialgleichung zweiter
Ordnung ein Randwertproblem, und zwar suchen wir diejenige Losung, welche die
Randbedingungen %(0)=a, (1) =b erfiillt. Fiir x=0 und z=1 erhalten wir aus (1)
zur Bestimmung der willkiirlichen Konstanten zwei lineare Gleichungen, aus denen
gich

!
ci=a und czzb—;—a——%f(l—z)f[z,y(z)] dz
P

ergibt. Setzen wir diese Werte in (1) ein, so erhalten wir fiir unser Randwertproblem
die Integralgleichung

@ [4
y@)=F@+ [ @-2) fls y@) de~F [ @=2) flz 9] de, @)
wobei ’ ’
b-a

Flx)=a+———2
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ist. Statt dessen kénnen wir auch

z(l—

z
9@ =F@)~ [ 22, yo)] do— f 2 fle, yte)] do 3)
0 z
schreiben.
Fiihren wir jetzt die Funktion zweier Verdnderlicher
z(ll—x) fir z=w,
K(z, z)= @(l —2) : 4)
7 fir 2=z
ein, so konnen wir der Glemhung 3) schhethh folgende Gestal’o geben
y(@)=F(x)— f K(z, o) flz, (z)] dz.. (5)
Wenden wir dieses Ergebnis auf die lmeare Differentialgleichung
Yy’ +p() y=ol2) - - (6)

an, dann gelangen wir zu dem Satz, daB die Bestlmmung einer Losung des Randwert-
problems

Y’ +p@) y=o@), y0)=a, y=b ()
gleichwertig ist mit der Auflésung der linearen Integralgleichung
!
y(@)=Fi(x) +0f Kz, 2) p(e) y(2) dz ;- 8)

darin ist y(z) die gesuchte Funktion und
Z
Fi(z)=F(x)— [ K(z, z) w(z) dz
: 0

eine bekannte Funktion der unabhiingigen Verdnderlichen z.

'Wir weisen darauf hin, daB in der Gleichung (1) die obere Integrationsgrenze
verénderlich ist, dagegen in (8) beide Integrationsgrenzen konstant sind. Ferner sei
bemerkt, daB in (1) wie auch in (8) die gesuchte Funktion nicht nur unter dem Inte-
gralzelchen, sondern auch auflerhalb desselben vorkommt. Diese Tatsache ist, wie
wir bereits gesehen haben [II, 50], wesentlich, wenn man die Integralglelchung durch
sukzessive Approximation auflosen will.

Wir multiplizieren nun den Koeffizienten p(x) in der Differentialgleichung (6) mit

"einem Parameter A und betrachten die homogene Differentialgleichung

Yy’ +2p(x) y=0 ¢9)
mit den homogenen Randbedingungen
y(0)=0, y{@)=0. (10)

Dieses homogene Randwertproblem fiihrt auf die folgende homoegene Integral-
gleichung, die den Parameter A enthalt

x) lfo, () y(z)dz . (11)

Eines der chhtlgsten Probleme, mit denen wir uns im folgenden beschéftigen,
besteht darin, festzustellen, fiir welche Werte von A nicht identisch verschwindende
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Losungsfunktionen existieren. Auf dieses Problem waren wir schon bei der An-
wendung der Fouriermethode auf Randwertprobleme der mathematischen Physik
gestoBen. Es sei noch auf einige charakteristische Eigenschaften der Funktion
K(z, 2, die der Kern unserer Integralgleichung genannt wird, hingewiesen. Dieser
Kern ist in dem durch. O=2=1l, 0=e¢ =] definierten Quadrat kg stetig. Auf der Dia-
gonalen x=z dieses Quadrates ist. die erste -Ableitung des Kerns unstetig:

K42, 2) ls-z40 —~ Ka(®, 2) ls—20=~1 .

AuBerhalb der Diagonalen ist der Kern als Funktion von « eine Losung der homo-
genen Differentialgleichung 3" =0 und geniigt den homogenen Randbedingungen
(10). Schliefilich ist der Kern symmetrisch:

K(z z)=K(z,2) . ' ' (12)

Alle diese Eigenschaften des Kerns ergeben sich unmittelbar aus (4).

Der Kern K(z, z) hat ¢ine einfache physikalische Bedeutung. Wirkt senkrecht auf
eine an den Enden eingespantte Saite im Punkt 2 = eine Kraft, so rauB bekanntlich
[II, 176] im Angriffspunkt der Kraft die Bedingung

Tol(uz)z=er0 ~ (Ug)p=z-0] = — P

erfiillt sein, in der P der Betrag der Kraft und Ty die Saitenspannung ist. Man
kann leicht nachpriifen, daf.die Funktion

u(z) = K(2 )

die Form der statischen Ausbiegung der Saite unter dem Einflu8 der Kraft darstellt.
Wir erwihnen hierzu noch, daB die Gleichung der schwingenden Saite fiir den sta-
tischen Fall einfach auf die Differentialgleichung uz; =0 fiihrt. Die Uberfithrung
eines Randwertproblemsin eine Integralgleichung, die hier fiir einen sehr einfachen
Fall dargestellt wurde, wird ausfiihrlich in Teil IV/2 behandelt.

Zum SchluB wollen wir noch auf eine charakteristische Methode zur Uberfithrung
von Randwertproblemen der mathematischen Physik in Integralgleichungen hin-
weisen. Wir hatten frither [I11/2, 189] das Potential der einfachen Kugelflichen-
belegung durch die Formel

u(M):ffg(;w) ds
8

definiert, in der g(M") eine auf der Kugeloberfliche S gegebene Funktion, ds das
Flichenelement der Kugeloberfliche und ¢ die Entfernung zwisclhien einem beliebigen
Punkt M des Raumes und einem beliebigenn Punkt M’ der Kugeloberfliche be-
deuten. Es seien n die Richtung der duBieren Normalen in einem Punkt My der
Kugeloberfliche und (WéMﬂ) bzw. (M dui)
: n [ on on
fiir den Fall, daB der Raumpunkt M von inneén bzw. von aulen gegen den Punkt My
der Kugeloberfliche konvergiert. Wir erhielten damals die Beziehungen

(Mﬂ)‘: _ff o(M%) C‘;lzwd3+2ﬂg(Mo)_,
s

) die Grenzwerte der Ableitung
a

on
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wobei d nun die Entfernung zwischen den beiden Punkten My und M der Kugel-

oberfliche angibt und « der Winkel zwischen der Kugelsekante M’ My und der
Normalen # ist.

-Im folgenden Kapitel werden wir sehen, dal diese Formeln nicht nur fiir die
Kugeloberfliache richtig sind. Wir formulieren nun das Neumannsche Problem fiir
das Kugelinnere: Wir suchen eine Funktion, die im Innern der Kugel harmonisch
ist und deren Normalableitung auf der Kugeloberfliche die vorgegebenen Rand-
werte

oo | =110 (14)

annimmt. Wir setzen die Funktion « als Potential einer Kugelflichenbelegung an.
" Da ein solches Potential im Innern der Kugel eine harmonische Funktion ist, haben
wir nur die Belegungsdichte o(M’) so zu wihlen, dall auch die Randbedingung (14)
erfiillt ist. Aus der ersten Beziehung (13) und der Randbedingung (14) erbalten wir
zur Bestimmung der gesuchten Dichte die Integralgleichung

CcOS @

2W9(Mo)=f(Mo)+ff o(M’) —5— ds.
Ny

Es seinoch darauf hingewiesen, daf} die Funktionen f(M) und (M) jetzt auf einer
Kugeloberfliche definiert sein miissen und die Integration nicht wie bisher iiber
ein Intervall der x-Achse, sondern iiber die Kugeloberfliche zu erstrecken ist.

2. Klassifikation der Integralgleichungen. Wir betrachten als erstes lineare Inte-
gralgleichungen, und zwar zunichst fiir den Fall, dafl die gesuchte Funktion von
einer einzigen Verinderlichen # abhingt. In der Integralgleichung

) =] K(2, 9 y(2) de-+1(0 (15)

sel y(x) die gesuchte Funktion, f(x) und K(z, z) seien gegebene Funktionen. Die
Funktion K(x, ) heiit der Kern der Integralgleichung.

Die Gleichung (15) wird Volterrasche Integralgleichung zweiter Art genannt. Die
analoge Integralgleichung

b
() =0{ K(w, 2) y(r) dz + f(x) (16)

mit konstanten Grenzen heilt Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art. Kommt
die gesuchte Funktion nur unter dem Integralzeichen vor, so handelt es sich um
eine Vollerrasche bzw. Fredholmsche Integralgleichung erster Art:

/] R
f K(e,9) v de=hlo) baw. [ K@ 0y de=hlo). A7)

Ein Beispiel fiir eine Volterrasche Integralgleichung erster Art ist die Abelsche
Integralgleichung
3
_1 ruydy
V29 J Vh—y

b

p(h)

von.der sehon in [II, 82] die Rede war.
Wir geben noch ein Beispiel fiir eine Fredholmsche Integralgleichung erster Art
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an. Es sei u(x) die statische Ausbiegung einer Saite bei einer kontinuierlich ver-
teilten Belastung p(z), bezogen auf die Lingeneinheit. Fassen wir diese Belastung
als Summe von Einzelkriften p(z) dz auf, so erhalten wir nach den Ausfithrungen
des vorigen Abschnittes von einer jeden solchen Einzelkraft die statische Aus-
biegung

1

wobei K(z, z) durch (4) bestimmt ist. Durch Integration erhalten wir als statische
Ausbiegung bei kontinuierlich verteilter Belastung

!
u(x):,l,i0 f Kz, 2) p(z) dz .-

Diese Gleichung ist eine Fredholmsche Integralgleichung erster Art, wenn die Aus-
biegung u(x) gegeben und die Belastung p(z) gesucht ist.

Wir bemerken, dafl die Volterrasche Integralglelchung ein Spezialfall der Fred-
holmschen Integralglelchung ist; denn wir kénnen in den Volterraschen Integral-
gleichungen (15) oder (17) uber 2 von z=a bis z2=>5 integrieren, wenn wir von
vornherein die Definition des Kerns K(#, 2z} durch die Bedingung K(x, 2) =0 fiir
2=z erginzen.

Im folgenden werden wir uns fast ausschlieBlich mit Integralgleichungen zweiter
Art und dabei in der Hauptsache mit Fredholmschen Integralgleichungen zweiter
Art beschiftigen; denn dieser Art von Integralgleichungen begegnet man bei der
Losung von Randwertproblemen der mathematischen Physik am hiufigsten. Die
Theorie der Integralgleichungen zweiter Art ist bedeutend einfacher als die Theorie
der Integralgleichungen erster Art. Wie wir schon erwidhnt haben, gibt uns das Auf-
treten. der gesuchten Funktion auBerhalb des Integralzeichens die Moglichkeit, die
Methode der sukzessiven Approximation anzuwenden.

Die Theorie der Integralgleichungen ist in mancher Hinsicht der linearen Algebra
analog, die in Teil TTT/1 behandelt worden ist. Bekanntlich hat eine lineare Trans-
formation im n-dimensionalen Raum die Gestalt

Yi=0U1 + ... F oy (t=1, ..., 7n).

Sie 148t sich durch eine Matrix ausdriicken, die aus den Koeffizienten a4 der
Transformation gebildet wird. Wir schreiben damit die Transformation in der
Gestalt
y=Au,

wobei #(uy, ..., up) der.urspriingliche Vektor, y(y1, ..., y») der transformierte Vektor
und A die Matrix der Koeffizienten ag ist. Im Fall der Integralgleichungen tritt
an die Stelle eines n-dimensionalen Vektors eine Funktion, die gewdhnlich auf
einem Intervall ja, b] erklart ist; die Matrix 4 wird durch den Kern K(z, ) und die
Summation durch eine Integratlon ersetzt, so daf der linearen Transformation
jetzt eine Bezmhung

)=f K(z, 2) u(z) dz (18)

bentspricht. Hierin ist «(z) die urspriingliche und y(x) die transformierte Funktion..
Weiterhin erinnern wir daran, daf wir diejenigen Werte des Parameters u Eigen-
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werte der Matrix 4 genannt haben, fiir welche die Gleichung
Ax=px

von 0 verschiedene Lésungen @ besitzt. Unter Eigenwerten des Kerns K(x, y) oder
der zugehdrigen Transformation werden wir die Werte des Parameters u verstehen,
fiir die die homogene Integralgleichung -

b
J K (2, 2) y(z) de=py(2)

nicht verschwindende Lésungen hat. In der Theorie der-Integralgleichungen ist es
itblich, neben den Eigenwerten u die charakteristischen Zahlen A= u~! einzufithren.
Man nennt also 4 eine charakteristische Zahl, wenn die Integralgleichung

=2 fbK(x, 2) y(z) dz (19)

von O verschiedene Losungen besitzt. Diese Losungen y(x) selbst heIBen Eigen-
funktionen des Kerus.

Es sei noch erwéhnt, daf die identische Transformation, durch die eine Funktion
u(z) sich selbst zugeordnet wird [wobei also y(x) mit u(x) uberelnstlmmt], gich
nicht in der Integralform (18) ausdriicken 145t.

In der Theorie der Integralgleichungen miissen wir natiirlich einige Voraus-
setzungen iiber den Kern K(x, z) sowie iiber die Funktionen f(x) und y(x) machen.

Einstweilen werden wir uns; wie schon erwihnt, mit Integralgleichungen im ein-
dimensionalen Fall beschaftlgen Auf den Ubergang zum mehrdimensionalen Fall
wird spiter eingegangen werden.

SchlieBlich bemerken wir noch, da8 im folgenden sowohl die gegebenen als auch
die gesuchten Funktionen zuweilen komplexwertlg sein. werden:

K(x, z)=Kj{=x, z)+1K2(x 2),
f(@)=h(z)+ifa(=),
y(@) =y1(x) +iya(w) ;
dabei sind Ky(z, 2), fs(z) und ys(z) (s=1, 2) reellwertige Funktionen. Die unab-
hingige Verdnderliche wird stets als reell angenommen. Im folgenden werden wir

es oft mit endlichen abgeschlossenen Intervallen zu tun haben Ein solches Inter-
vall soll mit [a, b] bezeichnet Werden

3. Orthogonale Funktionensysteme. In der Theorie der Integralgleichungen trifft
man hiufig auf orthogonale Funktionensysteme. In Teil II wurde dié Theorie
solcher Systeme auf der Grundlage sowohl des Riemannschen als auch des Lebes-
gueschen Integralbegnffs fiir reelle und komplexe Funktionen ausfiihrlich ent-
wickelt [1I, 160, 163]. Hier sollen diese Ergebnisse durch die Darstellung des Ortho-
gonalisierungsverfahrens fiir Systeme linear unabhéngiger Funktionen ergénzt
werden.

In [I1/1,31] haben wir gesehen, da man zu m linear unabhéngigen Vektoren stets
ebenso viele paarweise orthogonale und normierte Vektoren bilden kann. derart,
daf sich die urspriinglichen Vektoren linear durch die letzteren ausdriicken lassen
und umgekehrt. Dieses Verfahren 148t sich wortlich auf Funktionen iibertragen.!)

1) Das Verfahren stammt von ErmArp ScEmipr und heifft daher Erhard Schmidt-
sches Orthogonalwwrungsterfahren (Anm. d. Red.)
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Es seien (@), ..., vm(x) auf [a, b] stetige linear unabhingige Funktionen; eine
Identitdt _

01 p1(@) + ... + ompm (%) =0 v
mit konstanten Koeffizienten az kann alsonur dann bestehen, wenn alle diese Koef-
fizienten gleich 0 sind. Wir bilden neue auf [a, b] orthogonale und normierte Funk-
tionen @i(2), ..., Pm(x) derart, daB sich jedes gx(x) linear durch (%), ..., yg(@) und
umgekehrt ]edes ye(x) linear durch g1(x), ..., r(x) ausdriicken 148t. Zur Abkiirzung
fiihren wir eine Schreibweise ein, die der bereits in der Algebra benutzten en analog ist,
und zwar bezeichnen wir mit (f, F') das Integral des Produktes Hex) ( ) tiber das
Intervall [a, b]:

F) =af /(@) F(@) do .
Die Orthogonalisierung der Funktionen yi(z), d.h. die Konstruktion der Funk-
' tionen gg(2), geschieht in folgender Weise:

g1() =)
V(wlﬁ "/’1) \

x2(x) = v2(x) — (v2, ¢1) p1(2) , , sz(w)
(%2> 22)

gs(@y=yalx) — (vs, p2) pa(x) — (vs, ¢1) p1(%), a(2) = V’xs(m)

l (XS, XS)

1m (%) = vm(®) — (Ym> Pm-1) Pm—1(Z)— ... — (¥, P1) ‘Pl(x), Pm(T) = 2= %m(w) )

(xm» Xm)

Die Funktionen ¢g(x) unterscheiden sich von den Funktionen yx(x) nur durch
konstante Normierungsfaktoren, mit denen erreicht wird, da8 das von a bis b er-
streckte Integral iiber das Produkt gp(z) gr(z) fur jede einzelne Funktion gg(z)
gleich 1 ist. Aus den angegebenen Formeln folgt unmittelbar die erwihnte lineare
Abhingigkeit zwischen den Funktionen yi(z) und gg(x). Wir bemerken noch, da
keine der Funktionen yy(x) identisch verschwindet, so daB auch (y, xk):c:O gilt..
Denn wiire beispielsweise ya(2) =0, so wiren ¢1(®) und yz(x) linear abhingig:

v2(®) — (v2, 1) 1(2) =0.
Diese Gleichung wiirde aber zur linearen Abhéngigkeit von yi(x) und ye(#) fiithren,
im Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit der Funktionen yg(x).
Darsus folgt, aber (yz, y&)+0, da andernfalls y;=0 sein miifite. Somit haben alle
Formeln, durch die die Funktionen ¢ bestimmt werden, einen- Sinn. Die Ortho-
gonalitdt einer Funktion yz(x) zu den bereits konstruierten Funktionen ¢(z); ...,
@r—1(x) kann schrittweise nachgepriift werden. Beispielsweise ist

(22, 91) = (¥, @1) — (w2, P1) (P1, 1) = (¥2, P1) — (w2, p1)=0.
Da die Funktionen g;(x) und ga(x) orthogonal und normiert sind, ergibt sich

(x3, 91) = (y3, #1) — (w3, P2) (P2, 1) — (v3, ¢1) (91, 1) = (v, @1) —(ys, 1) =0

und ebenso (y3, p2) =0 usw.
Wir erwihnen noch die elementare Eigenschaft, dafl orthogonale Funktionen
stets linear unabhingig sind. Nehmen wir an, es bestiinde eine Beziehung
o1 p1{®) + ... + omem(2) =0 .
.2 Smirnow IV/{
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Dann multiplizieren wir beide Seiten mit gg(x) (k=1, ..., m) und integrieren. Da
die Funktionen ¢1(%), ..., () nach Voraussetzung orthogonal sind, erhalten wir
ap=0, d. h., alle Koeffizienten «z miissen tatsichlich gleich 0 sein.

Bis jetzt haben wir Funktionen einer einzigen unabhéngigen Verinderlichen zu-
grunde gelegt. Alles bisher Gesagte 1i8t sich auch auf Funktionen iibertragen, die
auf einem endlichen abgeschlossenen Bereichl) der Ebene, des dreidimensionalen
oder des n-dimensionalen Raumes erklirt sind.

Es sei P ein verdnderlicher Punkt aus einem endlichen meBbaren abgeschlossenen
Bereich B der Ebene, des dreidimensionalen Raumes oder einer Fliche, d. h. aus
einem Bereich, zu dem alle Randpunkte hinzugezihlt werden. Die Funktionen g (F)
bilden ein normiertes Orthogonalsystem, wenn die Beziehungen

0 fir p=gq,

JolP) %(P)de:{l o 2t

bestehen. Das (der Einfachheit halber nur mit einem einzigen Integralzeichen ge-

schriebene) Integral ist als Doppel-, "Raum- oder Oberflichenintegral aufzufassen.

Mit dwp wird das entsprechende Fliachen- oder Raumelement im Punkt P bezeichnet.

Beispielsweise gilt fiir ein Doppehntegral in kartesischen Koordinaten dwp =dazdy.
Die Fourierkoeffizienten einer Funktion f(P) sind

k= f {(P) gr(P) dwp , (20)

\

und die Besselsche Ungleichung schreibt sich
3, lexl2= [ 1/(P)[2 dop . (21)
k=1 B

4. Fredholmsche Imtegralgleichungen zweiter Art. Nach den vorhergehenden ein-
leitenden Abschnitten beginnen wir nun mit dem Studium der Fredholmschen
Integralgleichungen zweiter Art in einer Verénderlichen

b
p(s)=f(s) +2 af K(s, t) g(t) dt , (22)

die den Parameter A enthilt. Wir nehmen an, daBl f(s) auf dem endlichen Intervall
[a, b] stetig ist und daB der Kern K(s, t) in dem durch die Ungleichungen a=s=b,
a=t=> definierten Quadrat k¢ eine stetige Funktion ist. Unter diesen Voraus-
setzungen sind alle.im folgenden durchzufithrenden Umformungen zulissig, so daB
wir unsere ganze Aufmerksamkeit auf die prinzipielle Vorgehensweise richten
kénnen. Die Funktionen f(s) und K(s, t) werden, falls nicht etwas anderes ver-
‘einbart, wird, als komplexwertig angenommen:

.K(S, )=K1(S, t)+1K2(8s t) ’
Cf8)  =hle)+ifals),  @ls)=pu(s)+igals) -

Die Losungen der Integralgleichung suchen wir in der Klasse der stetigen Funk-
tionen. Danach werden wir Integralgleichungen mit polaren Kernen eines speziellen
Typs untersuchen. Im Fall einer unabhéingigen Verdnderlichen sind das Integral-

1) Wir nennen eine zusamamenhiingende Punktmenge einen Bereich und einen offenen
Bereich speziell ein Gebiet. (Anm. d. Red.)
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gleichungen der Gestalt

)—l—l f L(S,ttii dt (O<o(,<1)

mit einer in kg stetlgen Funktion L(s, t). Wir setzen f(s) als stetig voraus und
suchen wieder stetige Losungen. Im zweidimensionalen Fall haben diese Integral-
gleichungen die Gestalt

L(P,@ .
HP)+ xff PG 7@ dw dy,

wobei 0<a<2 gﬂt‘und r{P, ) der Abstand zwischen den Punkten P und § aus
dem’ Gebiet B'ist. Die Integration erfolgt hiér nach dem variablen Punkt ¢. Eine
analoge Gestalt besitzen die Integralgleichungen mit polarem Kern im dreidimen-
sionalen Gebiet, auf einer Fliche und allgemein im n-dimensionalen Gebiet.
SchlieBlich werden wir bei Verwendung des Lebesgueschen Integralbegriffs noch
Integralgleichungen in der Xlasse Lg [II, 161] unter zusétzlichen Voraussetzungen
" betrachten, die im weiteren noch zu prézisieren sind.
Zunéchst wenden wir uns der ,, Integraltransformation® (dem , Integraloperator®)

b
)=af K(s, t) g(t) dt (23)

zu. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit des Kerns K{s, t) in ko wird dabei jeder
auf dem Intervall [a, b] stetigen Funktion ¢(t) eine stetige Funktion ¢(s) zugeordnet.
Aus (23) folgt nédmlich

b
p(s+h)—p(s) =af [K(s+h, 1)~ K(s, )] p(t) dt .

Nehmen wir nun an, daf das Integfal von |@(t)|2 endlich ist, so erhalten wir mit
Hilfe der Bunjakowskischen Ungleichung?)

e+ ) — @)= 1Ko+ )~ Ko, O 0 gl .

Der zweite Faktor auf der rechten Seite ist eine Konstante, so daB sich aus der
Stetigkeit von K(s, t) die von yp(s) ergibt. Der Operator (23) transformiert demnach
jede Funktion mit der oben genannten Rigenschaft in eine auf dem Intervall {a, 6]
stetige Funktion ¢(s). Aus dem Gesagten folgt: Bei stetigen Funktionen K(s, t)
und f(s) ist es ganz natiirlich, auch die Losung ¢(s) der Integralgleichung (22) in
der Klasse der stetigen Funktionen zu suchen.
Es sei noch darauf hingewiesen, daf der Operator (23) linear ist, d. h., sind
cep{t=1; m) Konstanten, so gilt =

af Ki(s, t)%c¢¢¢(t) dt:Z ciwf Kis, t) @i(t) dt . (24)

Im Fall 7(s) %0 heiBt (22) eine inhomogene Integralgleichung.
Die zugehdorige homogene Integralgleichung lautet
b

P(s)= laf K(s, t) (t) dt . (25)

1) In der de_utscheril Literé,tuxf Sbhwarzsche_ Ungleichung genannt. (Anm. d. Red.)
2.
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Sie hat die triviale Losung ¢(s) =0, die wir Nullésung nennen. Wie bereits in [2]
erwihnt wurde, heift der Wert A=A, fiir den die Integralgleichung (25) von der Null-
losung verschiedene Losungen hat, charakteristische Zahl des Kerns K(s, t) oder der
zugehorigen Integrolgleichung, und jede von der Nullosung verschiedene Losung der
I ntegmlglewhung

#(s) =420 0{ K{(s, t) p(t) dt (26)

wird Eigenfunktion fiir die zugehdrige charakteristische Zahl 4= genanni. Die Zahl
20=0 kann offenbar keine charakteristische Zahl sein, weil dann aus (26) die
BeZIehung @(s) =0 folgen wiirde. Es seien ¢1(s), @a(s), ..., pm(s) Eigenfunktionen,
die zu ein und derselben charakteristischen Zahl 1= 24¢ gehéren: Da die Integral-
gleichung (25) linear und homogen bezughch der gesuchten Funktlon ist, ist auch

die Linearkombination
@(s) = cag1(s) +c2ga($) + ... + CmPm(s) (27)

mit willkiirlichen Konstanten ¢; Eigenfunktion, die zu demselben A=2¢ gehort,

sofern nur (27) nicht in s identisch verschwindet. Wenn die Funktionen gi(s) (I=

=1, ..., m) linear unabhingig sind, dann gilt ¢(s) =0 nur in dem Fall, dal alle Kon-
stanten ¢p gleich 0 sind. Wie wir spéter zeigen werden, gehoren zu jeder charak--
teristischen Zahl nur endlich viele linear unabhingige Eigenfunktionen ¢u(s)
(p=1,2, ..., k), so daB durch

() =c191(8) + c292($) + .. + cxPr(s) ‘ (28)

mit willkiirlichen Konstanten cp, die nicht alle gleich 0 sind, alle zur charakte-
ristischen Zahl A=4g gehdrenden Eigenfunktionen dargestellt werden. Allgemein
gesagt, bilden die Funktionen ¢p(s) (p=1, 2, ..., k) eine Basis fiir die Lésungen der
Integralgleichung (26). Wird die Basis (pp(s) durch die lineare Abbildung
¥p(8) = ap191(8) + apga(s) + ... +aprx(s) (p=1,2, ..., k) (29)

mit von 0 verschiedener Koeffizientendeterminante [ap,|| transformiert, so bilden
die yp(s) wieder eine Basis fiir die Losungen der Integralgieichung. Insbeson-
dere 148t sich. das Orthogonalisierungsverfahren auf das Funktionensystem gp(s)
anwenden, so daB wir die Basis als orthonormiert annehmen koénnen.

5. Iterierte Kerne. Im folgenden schreiben wir fiir integraloperatoren der Gestalt
b ‘
p(s) =wf K(s, t) o(t) dt (30)

zur Abkiirzung hiufig y=K¢. Wie wir schon erwéhnt haben, ist dieser Operator
linear:
K(cip1 +capa)=c1Kp1 +c2Koz , (31)
wobei ¢; und ¢z Konstanten sind. _
Gegeben seien zwei Integraloperatoren mit stetigen Kernen:

v(s) =fbK(s, 1) u(t) dt, v1(8) =be(s, ?) u(t) de . (32)

Wir bezeichnen sie mit K und L. Weiterhin sei LK{u(¢)] oder einfach LKu der-
jenige Operator, den man erhilt, wenn man zuerst den Operator K und danach den





